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Рассмотрена система уравнений Эйлера–Пуассона–Дарбу. Получено решение за-
дачи Коши для случая, когда матрица-коэффициент — действительная (n× n)-
матрица и имеет одно собственное значение кратности n или пару комплексно-
сопряжённых собственных значений кратности n/2 и действительная часть
собственных значений принадлежит интервалу (−1/2, 1/2).

Ключевые слова: метод Римана, задача Коши, дифференциальные уравнения в
частных производных, система уравнений Эйлера–Пуассона–Дарбу.

Постановка задачи. Рассмотрим следующую систему n дифференциаль-
ных уравнений в частных производных:

∂2U

∂x2
−

∂2U

∂y2
−

2G

y

∂U

∂y
= 0, (1)

где U = (u1, u2, . . . , un)
⊤, G ∈ R

n×n.
В работе [1] построена матрица Римана и с её помощью получено решение

задачи Коши для системы (1) в случае, когда n = 2 и спектр матрицы G
принадлежит интервалу (−1/2, 1/2). В [2,3] получены решения задачи Коши
для случаев, когда собственные значения матрицы G ∈ R

2×2 — комлексно-
сопряжённые с действительной частью из интервала (−1/2, 1/2).

Необходимо найти решение задачи Коши для системы (1) для случая,
когда матрица G имеет одно собственное значение λ ∈ R кратности n и
λ ∈ (−1/2, 1/2) или пару комплексно-сопряжённых собственных значений λ1,
λ2 кратности n/2:

λ1 = λ = α+ iβ, λ2 = λ̄ = α− iβ, α ∈ (−1/2, 1/2).

Задача Коши. Найти вектор-функцию U(x, y), удовлетворяющую следу-
ющим условиям:

1) U(x, y) ∈ C(D̄) ∩ C2(D), где D = {(x, y) : 0 < −y < x < y + 1};
2) U(x, y) удовлетворяет системе (1);
3) выполняются начальные условия

U(x, 0) = τ(x), x ∈ [0, 1]; (2)

lim
y→−0

K(y)
∂U

∂y
= ν(x), x ∈ (0, 1), (3)
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где τ(x) = (τ1(x), τ2(x), . . . , τn(x))
⊤, ν(x) = (ν1(x), ν2(x), . . . , νn(x))

⊤, K(y) =
= (−y)2G.

В характеристических координатах ξ = x + y, η = x − y область D пе-
реходит в область H = {(ξ, η) : 0 < ξ < η < 1}, матричное уравнение (1)
редуцируется к системе уравнений Эйлера—Пуассона—Дарбу специального
вида:

∂2U

∂ξ∂η
+

G

η − ξ

∂U

∂ξ
−

G

η − ξ

∂U

∂η
= 0, (4)

а начальные условия (2), (3) примут следующий вид:

U(ξ, ξ) = τ(ξ), ξ ∈ [0, 1]; (5)

lim
η→ξ+0

K
(ξ − η

2

)(∂U

∂ξ
−

∂U

∂η

)

= ν(ξ), ξ ∈ (0, 1). (6)

Случай 1. Известно [4], если λ ∈ (−1/2, 1/2) и

rank(G− λE)n−1 − 2 rank(G− λE)n + rank(G− λE)n+1 = 1,

где E — единичная матрица, то существует матрица перехода Q к жорданову
базису такая, что

Q−1GQ = J(λ).

Здесь J(λ)— жорданова клетка порядка n, соответствующая действительно-
му собственному значению λ.

Тогда система уравнений (4) редуцируется к

∂2W

∂ξ∂η
+

J(λ)

η − ξ

∂W

∂ξ
−

J(λ)

η − ξ

∂W

∂η
= 0, (7)

где W = Q−1U .
Условия Коши (5), (6) для системы (7) преобразуются к виду

W (ξ, ξ) = Q−1τ(ξ), ξ ∈ [0, 1]; (8)

lim
η→ξ+0

K
(ξ − η

2

)(∂W

∂ξ
−

∂W

∂η

)

= Q−1ν(ξ), ξ ∈ (0, 1). (9)

В работе [1] построена матрица Римана для системы (7):

R(ξ, η; ξ0, η0) = f(J) = V J
2F1

(

J, J
1

;σ

)

,

где

σ = −
(ξ − ξ0)(η − η0)

(ξ − η0)(ξ0 − η)
, V =

(η − ξ)2

(η − ξ0)(η0 − ξ)
.

Если W (ξ, η) является решением (7), а R(ξ, η; ξ0, η0)— матрица Римана
этой системы, то, используя свойства матрицы Римана и векторный аналог
тождества Грина [5], получаем
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W (ξ0, η0) = lim
ε→0

(

1

2
(RU)

∣

∣

ξ = η0 − ε
η = η0

+
1

2
(RU)

∣

∣

ξ = ξ0
η = ξ0 + ε

+

+
1

2

∫ η0−ε

ξ0

R
(∂U

∂η
−

∂U

∂ξ

)∣

∣

∣

η=ξ+ε
dξ−

1

2

∫ η0−ε

ξ0

(∂R

∂η
−

∂R

∂ξ
+

4RJ

ξ − η

)

U
∣

∣

∣

η=ξ+ε
dξ

)

.

Очевидно, что W (ξ0, η0) можно записать в виде

W (ξ0, η0) =

n
∑

k=1

I(J,wk)ek, (10)

где

I(J,wk) = lim
ε→0

(

1

2
(f(J)wk)

∣

∣

ξ = η0 − ε
η = η0

+
1

2

(

f(J)wk

)∣

∣

ξ = ξ0
η = ξ0 + ε

+

+
1

2

∫ η0−ε

ξ0

f(J)
(∂wk

∂η
−

∂wk

∂ξ

)∣

∣

∣

η=ξ+ε
dξ−

−
1

2

∫ η0−ε

ξ0

(∂f(J)

∂η
−

∂f(J)

∂ξ
+

4f(J)J

ξ − η

)

wk

∣

∣

∣

η=ξ+ε
dξ

)

;

ek = (ek1, ek2, . . . , ekn)
⊤, eki = 0 если i 6= k, ekk = 1; wk — компоненты векто-

ра W .
Известно [6], если J — жорданова клетка, то функция I(J,wk) может быть

записана в виде

I(J,wk) =























I(λ,wk)
I ′λ(λ,wk)

1!

...
I
(n−1)
λ (λ,wk)

(n− 1)!

0 I(λ,wk)
...

I
(n−2)
λ (λ,wk)

(n− 2)!

· · · · · ·
. . . · · ·

0 0
... I(λ,wk)























, (11)

где

I(λ,wk) = lim
ε→0

(

1

2

(

f(λ)wk

)

∣

∣

∣ ξ = η0 − ε
η = η0

+
1

2

(

f(λ)wk

)

∣

∣

∣ ξ = ξ0
η = ξ0 + ε

+

+
1

2

∫ η0−ε

ξ0

f(λ)
(∂wk

∂η
−

∂wk

∂ξ

)∣

∣

∣

η=ξ+ε
dξ−

−
1

2

∫ η0−ε

ξ0

(∂f(λ)

∂η
−

∂f(λ)

∂ξ
+

4f(λ)λ

ξ − η

)

wk

∣

∣

∣

η=ξ+ε
dξ

)

.

Подставляя (11) в (10), получаем
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W (ξ0, η0) =























I(λ,w1) +

n−1
∑

k=1

I
(k)
λ (λ,wk+1)

k!

I(λ,w2) +

n−2
∑

k=1

I
(k)
λ (λ,wk+2)

k!

...
I(λ,wn)























=

= EI(λ,W ) +

n−1
∑

k=0

Hk

k!
I
(k)
λ (λ,W ), (12)

где H — (n× n)-матрица вида

H =





















0 1 0
... 0

0 0 1
... 0

· · · · · · · · ·
. . . · · ·

0 0 0
... 1

0 0 0
... 0





















. (13)

Выполняя в выражении (12) замену W = Q−1U , получим

U(ξ0, η0) = EI(λ,U) +

n−1
∑

k=0

QHkQ−1

k!
I
(k)
λ (λ,U) =

= EI(λ,U) +

n−1
∑

k=0

(G− λE)k

k!
I
(k)
λ (λ,U).

Вид I(λ,U) будет различным для λ ∈ (0, 1/2) и λ ∈ (−1/2, 0].

Случай 1.1. Пусть λ ∈ (0, 1/2). В этом случае, исходя из результатов [1],
получим

I(λ,U) = K1(λ)(η0 − ξ0)
1−2λ

∫ η0

ξ0

τ(ξ)[ϕ(ξ)]λ−1dξ−

−K2(λ)2
2λ−1

∫ η0

ξ0

ν(ξ)[ϕ(ξ)]−λdξ,

где K1(λ) = Γ(2λ)/Γ2(λ), K2(λ) = Γ(1− 2λ)/Γ2(1− λ), ϕ(ξ) = (η0− ξ)(ξ− ξ0).
Производные I(λ,U) по переменной λ будут иметь такой вид:

I
(k)
λ (λ,U) =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

K
(j)
1 (λ)(η0 − ξ0)

1−2λ×

×

∫ η0

ξ0

τ(ξ)[ϕ(ξ)]λ−1
(

ln
ϕ(ξ)

(η0 − ξ0)2

)k−j
dξ−
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−K
(j)
2 (λ)22λ−1

∫ η0

ξ0

ν(ξ)[ϕ(ξ)]−λ
(

ln
4

ϕ(ξ)

)k−j
dξ

)

.

Здесь производные K
(j)
1 (λ), K

(j)
2 (λ) выражаются через полигамма-фунцию

Ψ(k)(z) [7, 8].

Случай 1.2. Пусть λ ∈ (−1/2, 0]. Исходя из результатов [1] получим

I(λ,U) = K1(1 + λ)(η0 − ξ0)
−1−2λ

∫ η0

ξ0

τ(ξ)[ϕ(ξ)]λdξ−

−
1

2
K2(−λ)(η0 − ξ0)

−1−2λ

∫ η0

ξ0

τ ′(ξ)[ϕ(ξ)]λ(η0 + ξ0 − 2ξ)dξ−

−K2(λ)2
2λ−1

∫ η0

ξ0

ν(ξ)[ϕ(ξ)]−λdξ,

I
(k)
λ (λ,U) =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

K
(j)
1 (1 + λ)(η0 − ξ0)

−1−2λ×

×

∫ η0

ξ0

τ(ξ)[ϕ(ξ)]λ−1
(

ln
ϕ(ξ)

(η0 − ξ0)2

)k−j
dξ−

−
(−1)j

2
K

(j)
2 (−λ)(η0−ξ0)

−1−2λ

∫ η0

ξ0

τ ′(ξ)[ϕ(ξ)]λ
(

ln
ϕ(ξ)

(η0 − ξ0)2

)k−j
(η0+ξ0−2ξ)dξ−

−K
(j)
2 (λ)22λ−1

∫ η0

ξ0

ν(ξ)[ϕ(ξ)]−λ
(

ln
4

(η0 − ξ0)2

)k−j
dξ

)

.

Случай 2. Рассмотрим случай, когда матрица G имеет комплексно-сопря-
жённые собственные значения:

λ1 = λ = α+ iβ, λ2 = λ̄ = α− iβ, α ∈ (−1/2, 1/2).

Из свойств функции от матрицы [9] следует, что вектор-функция U(ξ, η) есть
вещественная функция даже в том случае, когда характеристические числа
матрицы G комплексно-сопряжённые. Выполнение условия

rank(G− λE)n/2−1 − 2 rank(G− λE)n/2 + rank(G− λE)n/2+1 = 1

означает, что существует матрица перехода Q к жорданову базису такая, что

Q−1GQ = J = Pn(α, β),

при этом блочная матрица Pn(α, β) — вещественный аналог жордановой клет-
ки порядка n [4], соответствующий паре комплексно-сопряжённых собствен-
ных значений λ, λ̄:

Pn(α, β) =





















P(α, β) E
... O O

O P(α, β)
... O O

· · · · · ·
. . . · · · · · ·

O O
... P(α, β) E

O O
... O P(α, β)





















,
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где

P(α, β) =

(

α β
−β α

)

, E =

(

1 0
0 1

)

, O =

(

0 0
0 0

)

.

В этом случае система (4) преобразуется к виду (7) и начальные условия
будут иметь вид (8), (9).

Можно показать, что функция от матрицы Pn(α, β) представима в виде
блочной матрицы:

f(Pn(α, β)) =















F F1
... Fn/2−1

O F
... Fn/2−2

· · · · · ·
. . . · · ·

O O
... F















,

где

F =

(

Re(f(λ)) Im(f(λ))

− Im(f(λ)) Re(f(λ))

)

, Fk =









Re(f (k)(λ))

k!

Im(f (k)(λ))

k!

−
Im(f (k)(λ))

k!

Re(f (k)(λ))

k!









.

Рассуждая аналогично случаю 1, получим

W (ξ0, η0) = ERe(I(λ,W )) +B1 Im(I(λ,W ))+

+

n/2−1
∑

k=1

(

Hk

k!
Re
(

I
(k)
λ (λ,W )

)

+
Bk+1

k!
Im
(

I
(k)
λ (λ,W )

)

)

. (14)

Здесь H — (n× n)-матрица вида (13), Bk — блочные (n× n)-матрицы

B1 =















N O
... O

O N
... O

· · · · · ·
. . . · · ·

O O
... N















, B2 =



















O N O O
... O

O O N O
... O

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

O O O O
... N

O O O O
... O



















, . . . ,

Bn/2 =













O
... O N

O
... O O

· · · · · · · · · · · ·

O
... O O













, N =

(

0 1
−1 0

)

.

Выполняя в (14) замену W = Q−1U , получим

U(ξ0, η0) = E Re(I(λ,U)) +QB1Q
−1 Im(I(λ,U))+
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+

n/2−1
∑

k=1

(

QHkQ−1

k!
Re
(

I
(k)
λ (λ,U)

)

+
QBk+1Q

−1

k!
Im
(

I
(k)
λ (λ,U)

)

)

.

Вид I(λ,U) и её производных будет различным для Re(λ) ∈ (0, 1/2) и
Re(λ) ∈ (−1/2, 0].

Случай 2.1 Пусть Re(λ) ∈ (0, 1/2). Используя результаты, опубликован-
ные в работе [2], получим

Re(I(λ,U)) =
(

Re(M1(λ)) cos(2β ln(η0−ξ0))+Im(M1(λ)) sin(2β ln(η0−ξ0))
)

×

× (η0 − ξ0)
1−2α

∫ η0

ξ0

τ(ξ)ϕα−1(ξ) cos(β lnϕ(ξ))dξ+

+
(

Re(M1(λ)) sin(2β ln(η0 − ξ0))− Im(M1(λ)) cos(2β ln(η0 − ξ0))
)

×

× (η0 − ξ0)
1−2α

∫ η0

ξ0

τ(ξ)ϕα−1(ξ) sin(β lnϕ(ξ))dξ−

− 22α−1
(

Re(M2(λ)) cos(β ln 4)− Im(M2(λ)) sin(β ln 4)
)

×

×

∫ η0

ξ0

ν(ξ)ϕ−α(ξ) cos(β lnϕ(ξ))dξ−

− 22α−1
(

Re(M2(λ)) sin(β ln 4) + Im(M2(λ)) cos(β ln 4)
)

×

×

∫ η0

ξ0

ν(ξ)ϕ−α(ξ) sin(β lnϕ(ξ))dξ,

Im(I(λ,U)) =
(

Im(M1(λ)) cos(2β ln(η0−ξ0))−Re(M1(λ)) sin(2β ln(η0−ξ0))
)

×

× (η0 − ξ0)
1−2α

∫ η0

ξ0

τ(ξ)ϕα−1(ξ) cos(β lnϕ(ξ))dξ+

+
(

Re(M1(λ)) cos(2β ln(η0 − ξ0)) + Im(M1(λ)) sin(2β ln(η0 − ξ0))
)

×

× (η0 − ξ0)
1−2α

∫ η0

ξ0

τ(ξ)ϕα−1(ξ) sin(β lnϕ(ξ))dξ−

− 22α−1
(

Re(M2(λ)) sin(β ln 4) + Im(M2(λ)) cos(β ln 4)
)

×

×

∫ η0

ξ0

ν(ξ)ϕ−α(ξ) cos(β lnϕ(ξ))dξ−

− 22α−1
(

Re(M2(λ)) cos(β ln 4)− Im(M2(λ)) sin(β ln 4)
)

×

×

∫ η0

ξ0

ν(ξ)ϕ−α(ξ) sin(β lnϕ(ξ))dξ,

где

Re(M1(λ)) = (2α − 1)Re(M2(1− λ))− 2β Im(M2(1− λ)),

Im(M1(λ)) = (2α − 1) Im(M2(1− λ)) + 2β Re(M2(1− λ)),
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Re(M2(λ)) =
sin(πα) ch(πβ)

π

∫ 1

0
tα−1(1− t)−2α cos

(

β ln
t

(1 − t)2

)

dt−

−
cos(πα) sh(πβ)

π

∫ 1

0
tα−1(1− t)−2α sin

(

β ln
t

(1− t)2

)

dt,

Im(M2(λ)) =
sin(πα) ch(πβ)

π

∫ 1

0
tα−1(1− t)−2α sin

(

β ln
t

(1− t)2

)

dt−

−
cos(πα) sh(πβ)

π

∫ 1

0
tα−1(1− t)−2α cos

(

β ln
t

(1− t)2

)

dt.

Случай 2.2 Пусть Re(λ) ∈ (−1/2, 0]. Используя результаты, полученные в
работе [3], получим

Re(I(λ,U)) =
(

Re(M1(λ+ 1)) cos(2β ln(η0 − ξ0)) + Im(M1(λ+ 1))×

× sin(2β ln(η0 − ξ0))
)

(η0 − ξ0)
−1−2α

∫ η0

ξ0

τ(ξ)ϕα(ξ) cos(β lnϕ(ξ))dξ+

+
(

Re(M1(λ+ 1)) sin(2β ln(η0 − ξ0))− Im(M1(λ+ 1)) cos(2β ln(η0 − ξ0))
)

×

× (η0 − ξ0)
−1−2α

∫ η0

ξ0

τ(ξ)ϕα(ξ) sin(β lnϕ(ξ))dξ−

−
1

2

(

Re(M2(−λ)) cos(2β ln(η0 − ξ0)) + Im(M2(−λ)) sin(2β ln(η0 − ξ0))
)

×

× (η0 − ξ0)
−1−2α

∫ η0

ξ0

τ ′(ξ)ϕα(ξ)(η0 + ξ0 − 2ξ) cos(β lnϕ(ξ))dξ−

−
1

2

(

Re(M2(−λ)) sin(2β ln(η0 − ξ0))− Im(M2(−λ)) cos(2β ln(η0 − ξ0))
)

×

× (η0 − ξ0)
−1−2α

∫ η0

ξ0

τ ′(ξ)ϕα(ξ)(η0 + ξ0 − 2ξ) sin(β lnϕ(ξ))dξ−

− 22α−1
(

Re(M3(λ)) cos(β ln 4)− Im(M3(λ)) sin(β ln 4)
)

×

×

∫ η0

ξ0

ν(ξ)ϕ−α(ξ) cos(β lnϕ(ξ))dξ−

− 22α−1
(

Re(M3(λ)) sin(β ln 4) + Im(M3(λ)) cos(β ln 4)
)

×

×

∫ η0

ξ0

ν(ξ)ϕ−α(ξ) sin(β lnϕ(ξ))dξ,

Im(I(λ,U)) =
(

Im(M1(λ+ 1)) cos(2β ln(η0 − ξ0))− Re(M1(λ+ 1))×

× sin(2β ln(η0 − ξ0))
)

(η0 − ξ0)
−1−2α

∫ η0

ξ0

τ(ξ)ϕα(ξ) cos(β lnϕ(ξ))dξ+

+
(

Re(M1(λ+ 1)) cos(2β ln(η0 − ξ0)) + Im(M1(λ+ 1)) sin(2β ln(η0 − ξ0))
)

×

× (η0 − ξ0)
−1−2α

∫ η0

ξ0

τ(ξ)ϕα(ξ) sin(β lnϕ(ξ))dξ−
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−
1

2

(

Im(M2(−λ)) cos(2β ln(η0 − ξ0))−Re(M2(−λ)) sin(2β ln(η0 − ξ0))
)

×

× (η0 − ξ0)
−1−2α

∫ η0

ξ0

τ ′(ξ)ϕα(ξ)(η0 + ξ0 − 2ξ) cos(β lnϕ(ξ))dξ−

−
1

2

(

Re(M2(−λ)) cos(2β ln(η0 − ξ0)) + Im(M2(−λ)) sin(2β ln(η0 − ξ0))
)

×

× (η0 − ξ0)
−1−2α

∫ η0

ξ0

τ ′(ξ)ϕα(ξ)(η0 + ξ0 − 2ξ) sin(β lnϕ(ξ))dξ−

− 22α−1
(

Re(M3(λ)) sin(β ln 4) + Im(M3(λ)) cos(β ln 4)
)

×

×

∫ η0

ξ0

ν(ξ)ϕ−α(ξ) cos(β lnϕ(ξ))dξ+

+ 22α−1
(

Re(M3(λ)) cos(β ln 4)− Im(M3(λ)) sin(β ln 4)
)

×

×

∫ η0

ξ0

ν(ξ)ϕ−α(ξ) sin(β lnϕ(ξ))dξ,

где

Re(M3(λ)) = Re(M2(λ+ 1))
( 2α

α2 + β2
+ 4
)

− Im(M2(λ))
2β

α2 + β2
,

Im(M3(λ)) = Im(M2(λ+ 1))
( 2α

α2 + β2
+ 4
)

+Re(M2(λ))
2β

α2 + β2
.

Используя выражения для U(ξ0, η0), можно записать решение U(x, y) в об-
ласти D. Таким образом, если τ(x) ∈ C3[0, 1] и ν(x) ∈ C2(0, 1), то задача Коши
(2), (3) для уравнения (1) корректна по Адамару.
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