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Математическое моделирование
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Представлено исследование по параметру стационарного течения Куэтта
структурированной жидкости в плоском зазоре. Определены условия бифурка-
ции устойчивых неоднородных состояний из неустойчивых однородных в обла-
сти немонотонности реологической кривой течения. Построены соответству-
ющие бифуркационные диаграммы. Отмечается качественное соответствие
установившегося решения задачи с решением нестационарной задачи.
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Экспериментально факт существования области немонотонности реоло-
гической кривой течения неньютоновских жидкостей установлен достаточно
давно [1] и подтвержден работами [2,3]. Однако теоретических исследований
указанной области проведено недостаточно.

В работах [4–6] исследовано течение Куэтта структурированной жидкости
в плоском зазоре: построены реологические кривые течения в зависимости от
характерного параметра жидкости, однородные стационарные течения в об-
ласти немонотонности реологической кривой — области «сверханомалии вяз-
кости», ответственной за процессы самоорганизации при течении структури-
рованных жидкостей. Аналитически доказано, что вследствие потери устой-
чивости однородного стационарного состояния псевдопластической жидко-
сти в указанной области должна формироваться диссипативная структура —
устойчивое неоднородное состояние. В работах [7–9] продолжены эти исследо-
вания: численно построена диссипативная структура — монотонно возраста-
ющее или монотонно убывающее устойчивое неоднородное состояние. Мето-
дом бифуркационного анализа аналогичная структура подтверждена работа-
ми [10–12]. Здесь же методом параметрического анализа предложено решение
обратной задачи — определение значений параметров жидкости, отвечающих
за возникновение области сверханомалии. В настоящей работе продолжены
указанные исследования.

Надежда Александровна Беляева (д.ф.-м.н., проф.), профессор, каф. математического мо-
делирования и кибернетики. Константин Петрович Кузнецов, аспирант, каф. матема-
тического моделирования и кибернетики.

85



Б ел я е в а Н.А., Ку з н е ц о в К.П.

Пусть структурированная вязкая несжимаемая жидкость заполняет поло-
су между плоскостями ξ = 0 и ξ = h, а её течение происходит в направлении
оси η и вызывается движением плоскости ξ = h. Обозначим через −→u — вектор
скорости жидкости в произвольной точке полосы в момент времени t, тогда
−→u = (0, uη, 0), причём uη = u(ξ, t). Будем предполагать, что жидкость явля-
ется смесью двух компонент A1 и A2, которые под действием приложенного
механического поля, характеризуемого напряжением σ и скоростью дефор-
мации γ = ∂u/∂ξ, могут взаимно превращаться друг в друга. Суммарная
скорость превращения определяется соотношением:

Φ(a, γ) = k2(1− a)− ak0 exp
(

p0σ + q0γ
2
)

, (1)

где a— степень структурных превращений (доля A1 в смеси A1 и A2); k0, k2,
p, q — параметры жидкости. Будем предполагать, что жидкость подчиняется
реологическому уравнению состояния вида

σ = µγ, (2)

где вязкость µ = µ(a) задаётся соотношением

µ−1(a) = µ−1
1 a+ µ−1

2 (1− a).

Здесь µ1, µ2 — вязкости компонент A1 и A2 соответственно.
Замкнутая система уравнений, описывающая течение и превращение рас-

сматриваемой жидкости, имеет вид [6, 9]:














ρ
∂u

∂t
=

∂

∂ξ

(

µ(a)
∂u

∂ξ

)

,

∂a

∂t
= D

∂2a

∂ξ2
+Φ(a, γ).

(3)

Первое уравнение системы (3) — уравнение движения, второе — диффузион-
но-кинетическое уравнение относительно степени структурных превращений
a; ρ— плотность, D — коэффициент диффузии. Начальные и граничные усло-
вия рассматриваемой задачи:

t = 0 : a
∣

∣

06ξ6h
= a0, u

∣

∣

06ξ<h
= 0, (4)

∂a

∂ξ

∣

∣

∣

ξ=0
=

∂a

∂ξ

∣

∣

∣

∣

∣

ξ=h

= 0, uξ=0 = 0, u
∣

∣

ξ=h
= u0, u0 > 0. (5)

Рассмотрим стационарные решения модели (3)–(5). Выразим из первого
уравнения системы (3) стационарную скорость деформации:

du

dξ
=

c

µ(a)
, c = const,

и подставим во второе уравнение с учётом выражений (1), (2). Получим одно
дифференциальное уравнение второго порядка:

D
d2a

dξ2
+ k2

(

1− a− a
k0
k2

exp
(

p0c+ q0c
2µ(a)−2

)

)

= 0. (6)
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Введём безразмерные переменные и параметры:

r =
ξ

h
, L =

k2h
2

D
, χ =

k0
k2

, y = p0c, δ =
q0

µ2
2p

2
0

, λ =
µ2

µ1
− 1.

Тогда из соотношения (6) с учётом граничных условий (5) получим безраз-
мерную краевую задачу относительно степени структурных превращений:

d2a

dr2
= −L

[

1− a− aχ exp
(

y + δy2 (1 + λa)2
)]

, (7)

da

dr

∣

∣

∣

r=0
=

da

dr

∣

∣

∣

r=1
= 0. (8)

Введём функцию

F (a, y, δ, χ) = 1− a− aχ exp
(

y + δy2 (1 + λa)2
)

,

зависящую от параметров y, δ, χ. Тогда уравнение (7) примет вид

d2a

dr2
= −LF (a, y, δ, χ). (9)

В работе [12] исследовано поведение однородных стационарных решений
задачи в зависимости от параметра y: определены значения параметров, при
которых существует две точки поворота, разделяющие области с одним и тре-
мя однородными решениями задачи (7), (8). При этом множество значений
параметра y, задающих три решения, соответствует области «сверханомалии
вязкости» на реологической кривой. Отметим, что возникающие бифурка-
ции по параметру y не нарушают пространственной однородности. Кроме
того, они не зависят от параметра L. Таким образом, задача (7), (8) облада-
ет несколькими тривиальными решениями (т. е. однородными решениями, не
зависящими от параметра L). Исследуем поведение решений уравнения (9)
в указанной области немонотонности реологической кривой в зависимости от
значений параметра L.

В данной работе рассмотрены бифуркации тривиальных решений, нару-
шающие пространственную однородность, — первичные бифуркации. Веще-
ственная бифуркация находится из условия обращения в ноль собственного
значения оператора задачи (9), линеаризованного на постоянном решении a0
при граничных условиях (8):

L(a0, L)z =
∂2z

∂r2
+ Lf(a0)z, (10)

f(a0) =
∂F

∂a

∣

∣

∣

a=a0
.

Уравнение
L(a0, L)z = 0

имеет невырожденные решения только в случае, если f(a0) > 0. Послед-
нее условие выполняется, когда однородное решение a0 является средним (из
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трёх) решением в области «сверханомалии»; оно лежит на убывающем участ-

ке кривой течения [6]. Получаем бифуркационную длину L
(n)
∗ = π2n2/f(a0).

Величину L
(1)
∗ называют элементарной бифуркационной длиной; остальные

бифуркационные длины оказываются кратными элементарным бифуркаци-
онным длинам.

Рассмотрим устойчивость тривиального решения a0 в зависимости от ве-
личины параметра L. Если все собственные числа линейного оператора (10)
лежат в левой (комплексной) полуплоскости, то тривиальное решение устой-
чиво, что достигается в случае L < π2/f(a0). Таким образом, при переходе
через L∗ = π2/f(a0) положение равновесия a0 теряет устойчивость, и вслед-
ствие бифуркации возникают неоднородные решения. В [12] показано, что би-
фуркация в точке L∗ суперкритическая: неоднородное решение вблизи точки
бифуркации существует для значений L > L∗.

Для построения фазовой диаграммы — зависимости решений от парамет-
ра L, воспользуемся методом отображения параметра [13]. Построим зависи-
мость решения задачи (7), (8) от параметра l : l2 = L. Введём новую незави-
симую переменную z = rl. Тогда дифференциальное уравнение (7) запишется
так:

d2a

dz2
= −1 + a+ aχ exp(y + δy2(1 + λa)2) (11)

и оно не будет содержать параметр L. Граничные условия (8) приобретут вид

da

dz

∣

∣

∣

z=0
= 0;

da

dz

∣

∣

∣

z=l
= 0.

Выберем недостающее начальное условие следующим образом:

a(0) = η, 0 < η < 1, (12)

и проинтегрируем полученную задачу Коши (11), (12), используя метод Рун-
ге—Кутта четвёртого порядка [14], от z = 0 до точки z = z1, в которой

da

dz

∣

∣

∣

z=z1
= 0.

Значение z1 определяет значение параметра l, соответствующее выбранному
начальному условию (12) (и найденному решению a(z)):

z1 = l. (13)

Для выполнения равенства (13) воспользуемся итерационным методом после-
довательных приближений: если в процессе интегрирования знак производ-
ной a′(zi) меняется на противоположный, возвращаемся на один шаг назад
и продолжаем интегрирование с шагом, уменьшенным вдвое. По достиже-
нии заданной точности решения, т. е. |a′(zi)| 6 0,0001, процесс прекращается.
Полученные таким образом значения l для последовательности значений η
приведены в таблице. Из этих данных видно, что при значении y = 7 для
определённого интервала значений l (например, для l = 0,4) существует два
решения (неоднородных) исходной краевой задачи (7), (8).
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η 0,1 0,15 0,2 0,3 0,5 0,6 0,7 0,75 0,8 0,9

y = 6,5 4,62 4 4,36 * * * * * * *
y = 7 * * * 4,79 3,34 4 5,19 6,15 7,51 13,25
y = 7,5 * * * * * * 14,13 12,96 15,28 *

Примечание: (*) отмечены случаи расхождения итерационного процесса

Если продолжить полученные координаты точек поворота L∗ в зависи-
мости от параметра y, то получим соответствующую бифуркационную диа-
грамму (рис. 1). Заметим, что кривая L(y) ограничена асимптотами, соответ-
ствующими точкам поворота по параметру y.

Варьируя параметр y и учитывая возникающие бифуркации, можно опи-
сать следующую бифуркационную картину для рассматриваемой задачи. При
пересечении параметром y критических значений, соответствующих точкам
поворота, происходит жесткая бифуркация — скачкообразный переход с од-
ной ветви решения на другую — тривиального решения с появлением (или
исчезновением) пары нетривиальных однородных решений, причём все ре-
шения устойчивы. Для случая существования трех решений, если значение
параметра L превышает элементарную бифуркационную длину L∗, наблю-
дается мягкая бифуркация — суперкритическая «вилка» [15]: одно из поло-
жения равновесия (среднее решение a = a2) теряет устойчивость и из него
рождается одно неустойчивое и пара расходящихся устойчивых нетривиаль-
ных пространственно-неоднородных решений (рис. 2), переход к которым от
однородного решения осуществляется плавно и непрерывно.

Для нахождения данных решений воспользуемся методом стрельбы [13],
который заключается в сведении исходной краевой задачи к задаче Коши.
Для этого необходимо в некоторой точке задать два начальных условия. Вос-
пользуемся тем, что в точке r = 0 уже имеется одно условие, а именно —

Рис. 1. Бифуркационная диаграмма.
Сплошной линией отмечена кривая кратно-
сти; штриховой — асимптоты: y1 = 6,468, y2 =

= 7,794 (λ = −0,7, χ = 10−5)

Рис. 2. Диаграмма стационарных решений.
Сплошной линией отмечены устойчивые реше-
ния, штриховой — неустойчивые; кружком от-
мечена точка бифуркации l =

√
L∗ (y = 7, λ =

= −0,7, χ = 10−5)
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условие (8), и выберем дополнительное условие вида

a(0) = η. (14)

Полученную задачу Коши на промежутке от r = 0 до r = 1 будем решать
с помощью метода Рунге—Кутта четвертого порядка, предварительно преоб-
разовав (7) в систему двух уравнений первого порядка

{

w′ = −LF (a),

a′ = w.

Начальные условия (8) и (14) преобразуются к виду a(0) = η, w(0) = 0. По
окончании интегрирования, т. е. в точке r = 1, получаем значения решения,
зависящие от выбора условия (14): a(1, η), w(1, η). Для того чтобы найден-
ное решение задачи Коши было одновременно и решением исходной краевой
задачи, необходимо удовлетворить условиям (8):

F1(η) = a′(1, η) = 0. (15)

Рис. 3. Пары неоднородных стационарных
решений при различных значениях пара-
метра L. Сплошная линия соответствует L = 9;
штриховая —L = 4; пунктирная — неустойчи-
вое однородное тривиальное решение a2 = 0,422

(λ = −0,7, χ = 10−5)

Соотношение (15) представляет со-
бой нелинейное уравнение относитель-
но неизвестной η, которое будем ре-
шать, используя метод Ньютона. Для
вычисления производной dF1/dη вос-
пользуемся уравнением в вариациях
относительно переменной

pa =
∂a

∂η
,

которое получается посредством диф-
ференцирования исходного уравне-
ния (9) по η и перестановки диффе-
ренцирования по r и η:

p′′a + L
∂F

∂a
pa = 0. (16)

Начальные условия для варьируемой
переменной получаются в результате

дифференцирования исходных начальных условий (8), (14) по η:

pa(0) = 1, p′a(0) = 0. (17)

Интегрируя дифференциальное уравнение (16) вместе с уравнением (8) и на-
чальными условиями (8), (14), (17), в точке r = 1 получим

∂F1

∂η
= p′a(1).

Как видно из рис. 3, пространственные профили полученных решений
(при фиксированных значениях параметров) являются взаимно симметрич-
ными, т.е. при произвольном r ∈ [0, 1] выполняется a1(r) = a2(1− r), где
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верхний индекс определяет ветвь решений. Проведенное в [9, 12] численное
моделирование исходной задачи (3)–(5) и последующий анализ простран-
ственно-временного распределения показали установление пространственно-
неоднородного течения жидкости — диссипативной структуры вне зависимо-
сти от начального условия. Установившиеся решения качественно не отлича-
ются от решений стационарной задачи: они представляют собой монотонно
убывающую или возрастающую зависимость a = a(ξ). Кроме того, они также
являются симметричными друг относительно друга.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ

(гос. контракт № 02.740.11.0618).
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Parametric investigation of structured liquid Couette flow in a plain gap is presented.
Bifurcation conditions of steady non-uniform solutions are defined from unsteady uni-
form ones in the nonmonotonic region of rheological curve. Relevant bifurcation dia-
grams are plotted. The coincidence between the steady-state solution and the solution
of unstable problem is noted.

Key words: Couette flow, structed liquid, bifurcation, nonmonotonic region of rheolog-
ical curve, parametric investigation.

Original article submitted 16/XI/2011;
revision submitted 17/IV/2012.

Nadezhda A. Belyayeva (Dr. Sci. (Phys. & Math.)), Professor, Dept. of Math Modeling &
Cybernetics. Konstantin P. Kuznetsov, Postgraduate Student, Dept. of Math Modeling &
Cybernetics.

92


