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Рассматривается проблема устойчивости вычисления параметров затухающих
апериодических процессов второго порядка на основе результатов наблюдений.
Описывается численный метод определения параметров апериодического про-
цесса второго порядка, в основе которого лежит итерационная процедура вычис-
ления коэффициентов разностного уравнения. Получены неравенства, позволя-
ющие с учётом априорно известных границ изменения параметров исследуемо-
го апериодического процесса обеспечить устойчивость разностного уравнения.
Сформулирована и доказана теорема о достаточном условии устойчивости си-
стемы нормальных уравнений при решении задачи среднеквадратичного оцени-
вания коэффициентов разностного уравнения. Полученные результаты имеют
важное практическое значение и могут быть использованы при выборе периода
дискретизации экспериментальной кривой, описывающей наблюдаемый аперио-
дический процесс второго порядка на выходе системы.

Ключевые слова: апериодические процессы второго порядка, разностные уравне-
ния, итерационная процедура, среднеквадратичное приближение, устойчивость
разностного уравнения второго порядка.

Проблема достоверной оценки параметров исследуемой системы на основе
экспериментальных данных является одной из основных проблем, возникаю-
щих при математическом моделировании объектов или процессов различной
физической природы. Одним из эффективных методов решения этой про-
блемы является метод определения параметров нелинейных функциональ-
ных зависимостей на основе среднеквадратичного оценивания коэффициен-
тов разностного уравнения, описывающего результаты наблюдений [1, 2, 3
и др.]. Такой подход позволяет свести задачу определения параметров нели-
нейной модели к итерационной процедуре уточнения среднеквадратичных
оценок коэффициентов разностного уравнения. Рассмотрим данный подход
на примере определения параметров апериодического процесса второго по-
рядка по результатам эксперимента.

Затухающий апериодический процесс второго порядка описывается функ-
цией

ỹ(t) = C1e
−α1t + C2e

−α2t,

где α1 > 0 и α2 > 0— динамические характеристики системы; C1 > 0 и
C2 > 0— параметры, связанные с начальными условиями.

Соответствующая дискретная функция ỹk = ỹ(tk) = ỹ(τk), описывающая
мгновенные значения апериодического процесса в моменты времени tk = τk,

Владимир Евгеньевич Зотеев (д.т.н., доц.), профессор, каф. прикладной математики и ин-
форматики.
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k = 0, 1, 2, 3, . . ., где τ — период равномерной дискретизации, имеет вид

ỹk = C1e
−α1τk +C2e

−α2τk, k = 0, 1, 2, . . . , (1)

причём очевидно, что выполняется условие: ỹk−1 > ỹk > 0, k = 1, 2, . . ..
В соответствии с методикой, описанной в [2], на основе дискретной функ-

ции (1) построено разностное уравнение второго порядка, которое может быть
представлено следующим образом:

{

ỹ0 = λ3; ỹ1 = λ4;

ỹk = λ1ỹk−1 − λ2ỹk−2, k = 2, 3, 4, . . .
(2)

Коэффициенты в разностном уравнении (2) связаны с параметрами апе-

риодического процесса соотношениями: λ1 = e−α1τ + e−α2τ , λ2 = −e−(α1+α2)τ ,
λ3 = C1 + C2, λ4 = C1e

−α1τ +C2e
−α2τ .

Для того чтобы выразить параметры α1 и α2 через коэффициенты раз-
ностного уравнения λ1 и λ2, следует решить характеристическое уравнение
(квадратное алгебраическое уравнение) µ2 −λ1µ− λ2 = 0, корни которого µ1

и µ2 (0 < µ1 < 1, 0 < µ2 < 1) связаны с коэффициентами разностного урав-
нения и динамическими характеристиками апериодического процесса α1, α2

формулами

λ1 = µ1 + µ2, λ2 = −µ1µ2 и µ1 = e−α1τ , µ2 = e−α2τ .

Отсюда α1 = −τ−1 lnµ1 и α2 = −τ−1 lnµ2.
Разностное уравнение второго порядка (2) и формулы, связывающие его

коэффициенты с параметрами дискретной функции (1), лежат в основе чис-
ленного метода определения характеристик апериодического процесса второ-
го порядка по результатам эксперимента.

Пусть имеется выборка результатов наблюдений yk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,
где N > 4— объём выборки. Предполагая, что данная выборка соответствует
апериодическому процессу второго порядка, для описания результатов экс-
перимента будем использовать дискретную модель вида (1):

ŷk = Ĉ1e
−α̂1τk + Ĉ2e

−α̂2τk, k = 0, 1, 2, 3, . . . , N − 1. (3)

Величину отклонения экспериментальных данных yk от предсказанных
по модели (3) значений ŷk: εk = yk− ŷk, k = 0, 1, 2, 3, . . . , N − 1, будем назы-
вать случайным возмущением в результатах наблюдений. При этом оценки
параметров модели (3) будем искать из условия минимизации функционала

‖εk‖2 = ‖yk − ŷk‖2 → min . (4)

Здесь и далее ‖ ·‖— евклидова норма соответствующего линейного простран-
ства.

Очевидно, что в этом случае система стохастических разностных уравне-
ний, описывающих результаты наблюдений yk, в соответствии с (2) примет
вид
{

y0 = λ3 + ε0; y1 = λ4 + ε1;

yk = λ1yk−1 − λ2yk−2 − λ2εk−2 − λ1εk−1 + εk, k = 2, 3, . . . , N − 1.
(5)
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Используя математический аппарат матричной алгебры и вводя обозна-
чения векторов и матриц:

b = (y0, y1, y2, . . . , yN−1)
⊤, λ = (λ1, λ2, λ3, λ4)

⊤,

ε = (ε0, ε1, ε2, . . . , εN−1)
⊤, η = (η1, η2, η3, η4, . . . , ηN )⊤ =

= (ε0, ε1,−λ2ε0−λ1ε1+ε2,−λ2ε1−λ1ε2+ε3, . . . ,−λ2εN−3−λ1εN−2+εN−1)
⊤,

F =

















0 0 1 0
0 0 0 1
y1 y0 0 0
y2 y1 0 0
...

...
...

...
yN−2 yN−3 0 0

















, (6)

Pλ =

















1 0 0 0 · · · 0 0 0
0 1 0 0 · · · 0 0 0

−λ2 −λ1 1 0 · · · 0 0 0
0 −λ2 −λ1 1 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · −λ2 −λ1 1

















, (7)

систему уравнений (5) можно представить в форме обобщенной регрессион-
ной модели:

{

b = Fλ+ η;

η = Pλε.

Алгоритм численного метода определения параметров апериодического
процесса второго порядка на основе среднеквадратичного оценивания коэф-
фициентов разностного уравнения можно разбить на несколько основных ша-
гов [2]. На первом шаге из условия минимизации невязки

‖b− Fλ̂‖2 = ‖η‖2 =

N
∑

k=1

η2k → min

вычисляются первоначальные оценки коэффициентов разностного уравнения

λ̂0 = (F⊤F )−1F⊤b.

На втором шаге используется итерационная процедура уточнения сред-
неквадратичных оценок коэффициентов разностного уравнения:

λ̂(i) = (F⊤Ω−1

λ̂(i−1)
F )−1F⊤Ω−1

λ̂(i−1)
F, Ωλ = PλP

⊤

λ , i = 1, 2, 3, . . . ,

цель которой — обеспечение выполнения условия (4) минимизации суммы квад-
ратов отклонения используемой модели (3) от результатов наблюдений:

‖ε‖2 = ‖P−1

λ̂
b− P−1

λ̂
Fλ̂‖2 → min .
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На третьем, заключительном этапе на основе вычисленных среднеквад-
ратичных оценок коэффициентов разностного уравнения находятся оценки
параметров апериодического процесса для динамических характеристик α̂1 =
= −τ−1 ln µ̂1, α̂2 = −τ−1 ln µ̂2, где µ̂1, µ̂2 — корни характеристического урав-
нения µ̂2 − λ̂1µ̂− λ̂2 = 0, и постоянных

Ĉ1 =
µ̂2

µ̂2 − µ̂1
λ̂3 −

1

µ̂2 − µ̂1
λ̂4, Ĉ2 =

µ̂1

µ̂2 − µ̂1
λ̂3 −

1

µ̂2 − µ̂1
λ̂4.

Здесь же производится оценка погрешности полученных результатов вычис-
лений [2].

Важнейшей проблемой при реализации алгоритмов численного метода яв-
ляется проблема разрешимости системы нормальных уравнений, лежащей в
основе среднеквадратичного оценивания коэффициентов разностного урав-
нения. Действительно, невырожденность матриц F⊤F и F⊤Ω−1

λ F является
необходимым условием практической реализации описанного выше метода.
В данной работе рассматривается достаточное условие существования обрат-
ных матриц (F⊤F )−1 и (F⊤Ω−1

λ F )−1, выполнение которого обеспечивается
соответствующим выбором периода дискретизации динамического процесса
при формировании выборки результатов наблюдений.

Введём понятие устойчивости разностного уравнения второго порядка (2).
Пусть разностное уравнение второго порядка (2) порождает систему линей-
ных алгебраических уравнений

F̃ λ = b̃,

где

F̃ =

















0 0 1 0
0 0 0 1
ỹ1 ỹ0 0 0
ỹ2 ỹ1 0 0
...

...
...

...
ỹN−2 ỹN−3 0 0

















, (8)

b = (ỹ0, ỹ1, ỹ2, . . . , ỹN−1)
⊤, λ = (λ1, λ2, λ3, λ4)

⊤.

Будем предполагать, что матрица F̃ размера N × 4— матрица полного ранга
(rang F̃ = 4).

Пусть yk = ỹk + εk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, где εk — некоторое случайное
возмущение, величина которого удовлетворяет условию

max
k=0, 1, ..., N−1

|εk| 6 ∆. (9)

Определение. Будем говорить, что разностное уравнение второго порядка
устойчиво к данному возмущению ∆, если при любых εk, удовлетворяющих
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условию (9), матрица

F =

















0 0 1 0
0 0 0 1
y1 y0 0 0
y2 y1 0 0
...

...
...

...
yN−2 yN−3 0 0

















(10)

размера N × 4 является матрицей полного ранга (rangF = 4).

Лемма 1. Пусть матрица F размера N × 4 имеет вид (10). Тогда для
того, чтобы матрица F была матрицей полного ранга (rangF = 4), доста-
точно, чтобы хотя бы одна из матриц

Wk =

(

yk−1 yk−2

yk yk−1

)

; k = 2, 3, . . . , N − 2,

была невырожденной (rangWk = 2).

Док а з ат е л ь ств о. Пусть при некотором значении k, где k = 2, 3, . . . ,
N − 2, матрица Wk невырожденная: detWk 6= 0. Рассмотрим минор четвёр-
того порядка M , составленный из элементов матрицы F , расположенных на
пересечении всех четырёх её столбцов с первой, второй, (k + 1)-й и (k + 2)-й
строками матрицы F :

M =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 1 0
0 0 0 1

yk−1 yk−2 0 0
yk yk−1 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Очевидно, что M = detWk 6= 0. Следовательно, ранг матрицы F равен четы-
рём, и она является матрицей полного ранга, т. е. rangF = 4. �

Лемма 2. Пусть элементы матрицы

W̃k =

(

ỹk−1 ỹk−2

ỹk ỹk−1

)

, k = 2, 3, . . . , N − 2, (11)

записываются так :

ỹk = C1e
−α1τk + C2e

−α2τk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,

где α1 > α2 > 0, C1 6= 0, C2 6= 0, τ > 0. Тогда при любом k матрица W̃k

невырожденная.

Д о к а з ат е л ь ств о. Очевидно, что для доказательства невырожденно-
сти квадратной матрицы (11) достаточно показать, что det W̃k 6= 0 при любом
k = 2, 3, . . . , N − 2. Обозначим θ = α1 − α2 > 0. Имеем

det W̃k =

∣

∣

∣

∣

ỹk−1 ỹk−2

ỹk ỹk−1

∣

∣

∣

∣

= −C1C2e
−2α1τ(k−1)eθτ(k−2)(eθτ − 1)2. (12)

По условию θ 6= 0, τ 6= 0 и C1 6= 0, C2 6= 0, откуда следует, что det W̃k < 0, то
есть определитель матрицы (11) не равен нулю ни при каких значениях k. �
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Следствие 1. Пусть матрица F̃ имеет вид (8), а её элементы ỹk удовле-

творяют условиям леммы 2. Тогда квадратная матрица F̃⊤F̃ порядка 4—
невырожденная.

Действительно, при выполнении условий леммы 2 каждая из матриц W̃k,
k = 2, 3, . . . , N − 2, невырожденная. Тогда по лемме 1 матрица F̃ будет мат-
рицей полного ранга (rang F̃ = 4). Но в этом случае квадратная матрица F̃⊤F̃

также будет иметь ранг, равный четырём (rang(F̃⊤F̃ ) = 4). Следовательно,

она будет невырожденной (det(F̃⊤F̃ ) 6= 0).

Лемма 3. Пусть квадратная матрица Pλ порядка N имеет вид (7), а

матрица F удовлетворяет условиям леммы 1. Тогда матрица Q = P−1
λ

F

размера N × 4 также является матрицей полного ранга (rang(P−1
λ F ) = 4).

Док а з ат е л ь ств о. Очевидно, что определитель матрицы Pλ отличен
от нуля (detPλ = 1 6= 0). Следовательно, матрица Pλ невырожденная и суще-
ствует обратная матрица P−1

λ , определитель которой также отличен от нуля.
Известно, что от умножения слева или справа на матрицу, определитель ко-
торой отличен от нуля, ранг не меняется [4]. Следовательно, ранг матрицы
P−1
λ

F равен рангу матрицы F и равен четырём (rangP−1
λ

F = rangF = 4).

Другими словами, матрица Q = P−1
λ F — матрица полного ранга. �

Следствие 2. Если матрица F — матрица полного ранга (rangF = 4), а
квадратная матрица Pλ удовлетворяет условиям леммы 3, то квадратная
матрица Q⊤Q = F⊤Ω−1

λ
F порядка 4, где Ωλ = PλP

⊤

λ ,— невырожденная.

Лемма 4. Пусть матрица Wk удовлетворяет условиям леммы 1, а её
элементы описываются так :

yk = ỹk + εk, |εk| 6 ∆, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,

причём ỹk удовлетворяют условиям леммы 2. Тогда для того, чтобы мат-
рица Wk была невырожденной, достаточно выполнения неравенства

‖∆Wk‖ <
1

‖W̃−1
k ‖

, (13)

где матрица W̃k имеет вид (11) а

∆Wk =

(

εk−1 εk−2

εk εk−1

)

.

Док а з ат е л ь ств о. Представим матрицу Wk в виде

Wk = W̃k +∆Wk.

По лемме 2 матрица W̃k — невырожденная, следовательно, существует об-
ратная матрица W̃−1

k . Тогда матрицу Wk можно представить в виде

Wk = W̃k +∆Wk = W̃k(E + W̃−1
k

∆Wk),
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где E — единичная матрица. Очевидно, что для существования обратной мат-
рицы W−1

k
достаточно, чтобы каждая из матриц W̃k и E + W̃−1

k
∆Wk бы-

ла невырожденной. Матрица W̃k невырожденная по лемме 2. Известно [4],

что для невырожденности матрицы E + W̃−1
k ∆Wk достаточно выполнения

условия ‖W̃−1
k ∆Wk‖ < 1. Из (13) следует, что ‖W̃−1

k ‖ · ‖∆Wk‖ < 1. Так

как ‖W̃−1
k

∆Wk‖ 6 ‖W̃−1
k

‖ · ‖∆Wk‖, очевидно, что при выполнении неравен-

ства (13) выполняется неравенство ‖W̃−1
k ∆Wk‖ < 1. Следовательно, матрица

E + W̃−1
k ∆Wk будет невырожденной. Тогда матрица Wk будет также невы-

рожденной. �
Теорема (достаточное условие устойчивости). Пусть функция ỹ(t) :

D(ỹ) = {t ∈ R : t > 0} описывается выражением

ỹ(t) = C1e
−α1t + C2e

−α2t,

где α1 > α2 > 0, C1 > 0, C2 > 0, причём α1−α2 = θ > 0, C1 = γC2, 0 < γ < ∞.
Тогда для устойчивости разностного уравнения второго порядка

{

ỹ0 = λ3; ỹ1 = λ4;

ỹk = λ1ỹk−1 − λ2ỹk−2, k = 2, 3, . . . , N − 1,

к возмущению |εk| 6 ∆ достаточно выполнения условия

τ > θ−1 ln
[

1 + 2(1 + γ)
√

δeα1TNγ−1
]

. (14)

Здесь ỹk = ỹ(τk), τ > 0, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1; δ = ∆/ỹ0 — предельная ве-
личина возмущения в относительных единицах; TN = (N − 1)τ — период
формирования результатов наблюдений.

Док а з ат е л ь ств о. В соответствии с определением устойчивости раз-
ностного уравнения второго порядка докажем, что матрица вида (6) с эле-
ментами yk = ỹk + εk является матрицей полного ранга ∀εk : |εk| 6 ∆.

Очевидно, что с учётом лемм 1 и 4 доказательство теоремы сводится к до-
казательству выполнения условия (13). Покажем, что для выполнения усло-
вия (13) достаточно выполнения неравенства (14).

Заметим, что ỹ′(t) = −α1C1e
−α1t − α2C2e

−α2t < 0 при всех t ∈ [0,∞), так
как по условию теоремы α1 > α2 > 0, C1 > 0 и C2 > 0. Следовательно, имеют
место неравенства

ỹk−2 > ỹk−1 > ỹk, k = 3, 4, . . . , N − 1. (15)

Очевидно, что

‖∆Wk‖ =
√

ε2
k−2 + 2ε2

k−1 + ε2
k
6

√
4∆2 = 2∆.

Так как

W̃−1
k

=
1

detW̃k

(

ỹk−1 −ỹk−2

−ỹk ỹk−1

)

,
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с учётом неравенств (15) имеем

1

‖W̃−1
k ‖

=
|det W̃k|

√

ỹ2
k−2 + 2ỹ2

k−1 + ỹ2
k

>
|det W̃k|
√

4ỹ2
k−2

=
|det W̃k|
2ỹk−2

.

Таким образом,

‖∆Wk‖ 6 2∆,
|det W̃k|
2ỹk−2

<
1

‖W̃−1
k ‖

. (16)

Из (16) следует, что для выполнения условия (13) достаточно выполнения
неравенства

∆ 6

∣

∣

∣
det W̃k

∣

∣

∣
(4ỹk−2)

−1. (17)

Покажем, что для выполнения соотношения (17) достаточно выполнения
условия (14). Действительно, пусть выполняется (14), тогда с учётом (12)
правую часть неравенства (17) можно преобразовать к виду

|det W̃k|
4ỹk−2

=
C1e

θτ(k−2)(eθτ − 1)2

4eα1τk(γ + eθτ(k−2))
.

Из системы C1 + C2 = ỹ0, C1 = γC2 получаем C1 = γỹ0(1 + γ)−1. Тогда

|detW̃k|
4ỹk−2

=
γỹ0e

θτ(k−2)(eθτ − 1)2

4eα1τk(1 + γ)(γ + eθτ(k−2))
=

γỹ0(e
θτ − 1)2

4eα1τk(1 + γ)(γ + e−θτ(k−2))
,

где k = 2, 3, 4, . . . , N − 1.
Так как при условиях теоремы e−θτ(k−2) 6 1 и eα1τk 6 eλ1τ(N−1) = eλ1TN ,

причём одновременно оба равенства выполняться не могут, получаем нера-
венство

|det W̃k|
4ỹk−2

>
γỹ0(e

θτ − 1)2

4(1 + γ)2eα1TN

,

правая часть которого при eθτ > 1 (или τ > 0) является монотонно возраста-
ющей функцией от переменной τ . Поэтому при значениях

τ > θ−1 ln
[

1 + 2(1 + γ)
√

δeα1TNγ−1
]

> 0

имеем

|detW̃k|
4ỹk−2

>
γỹ0(e

θτ − 1)2

4(1 + γ)2eα1TN

>
γỹ0

[

1 + 2(1 + γ)
√

δeα1TNγ−1 − 1
]2

4(1 + γ)2eα1TN

=

=
γỹ04(1 + γ)2∆eα1TN (ỹ0γ)

−1

4(1 + γ)2eα1TN

= ∆.

Отсюда с учётом неравенств (16) делаем вывод, что неравенство (13) вы-
полняется. �
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Анализ неравенства (14) позволяет сделать вывод о характере влияния ос-
новных параметров апериодического процесса на устойчивость разностного
уравнения к случайному возмущению в результатах наблюдений. Из нера-
венства (14) следует, что нижняя граница промежутка допустимых значений
периода дискретизации τ зависит, во-первых, от степени близости (величины
λ1 − λ2 = θ > 0) динамических характеристик и, во-вторых, от соотношения
между постоянными C1 и C2 (γ = C1/C2). Очевидно, что в обоих случаях в
пределе, когда λ2 → λ1 (θ → 0) или когда C1 → 0 или C2 → 0 (γ → 0 или
γ → ∞), апериодический процесс второго порядка вырождается в аперио-
дический процесс первого порядка, и, следовательно, разностное уравнение
вида (2) в этих случаях использовать нельзя.

Полученное неравенство (14) имеет также важное практическое значение
и может быть использовано при выборе периода дискретизации эксперимен-
тальной кривой, описывающей наблюдаемый апериодический процесс второ-
го порядка на выходе системы.

Пусть имеется некоторая априорная информация о предельных значени-
ях параметров процесса, например, α1 6 αM , θ > θm, 0 < γm 6 γ 6 γM < ∞,
∆ 6 ∆M < y0. Так как y0 = ỹ0+ε0 6 ỹ0+∆M , имеем δ = ∆/ỹ0 6 δM/(1− δM ),
где δM = ∆M/y0 < 1. Тогда период дискретизации при формировании вы-
борки результатов наблюдений следует выбирать с учётом неравенства:

τ >
1

θm
ln

[

1 + 2(1 + γM )

√

δMeαMTN

(1− δM )γm

]

>

> θ−1 ln
[

1 + 2(1 + γ)
√

δeα1TNγ−1
]

> 0. (18)

Таким образом, сформулирована и доказана теорема о достаточном усло-
вии разрешимости системы нормальных уравнений, а также получены со-
отношения (14) и (18), позволяющие с учётом априорно известных границ
изменения параметров исследуемого апериодического процесса обеспечить
устойчивость разностного уравнения, лежащего в основе вычисления сред-
неквадратичных оценок как динамических характеристик системы, так и па-
раметров, связанных с начальными условиями.
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