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Исследована краевая задача в бесконечной полуполосе для обобщённого двуосесим-
метрического уравнения Гельмгольца. С помощью метода разделения перемен-
ных и с использованием разложения функции в ряд Фурье—Бесселя получены
условия разрешимости данной краевой задачи. Сформулированы ограничения на
параметры, при которых доказаны единственность её и отсутствие однознач-
ной разрешимости.
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Рассмотрим уравнение

Hλ
µ,pu = uxx + uyy +

2µ

x
ux +

2p

y
uy + λu = 0, µ <

1

2
(1)

в полуполосе D = {(x, y) : 0 6 x 6 a, 0 6 y < ∞} = [0, a]× [0,∞).

Задача. Найти функцию u(x, y) ∈ C
(

[0, a] × [0,∞)
)

∩ C2
(

(0, a) × (0,∞)
)

такую, что выполняются условия

Hλ
µ,pu = 0, u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, (2)

lim
y→∞

u(x, y) = 0, u(x, 0) = ϕ(x) при p <
1

2
, (3)

и найти функцию u(x, y) ∈ C
(

[0, a]× (0,∞)
)

∩C2
(

(0, a)× (0,∞)
)

такую, что
выполняются условия (2) и

lim
y→∞

u(x, y) = 0, lim
y→0

y2p−1u(x, 0) = ϕ(x) при p >
1

2
, (4)

lim
y→∞

u(x, y) = 0, lim
y→0

u(x, y)

ln y
= ϕ(x) при p =

1

2
. (5)

Отметим, что краевые задачи в полуполосе для уравнения (1) при µ = 0
были предметом многочисленных исследований (см., например, [1, 2]).

Теорема. Если функция xµ1ϕ(x), где µ1 = µ − 1/2, кусочно-непрерывна,
имеет ограниченную вариацию на промежутке (0, a) и выполняется условие

∫ a

0

|xµϕ(x)|dx < ∞,
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то решение задачи (2)–(5) существует. При λ 6 0 и p 6= 1/2 это решение
единственно.

Док а з ат е л ь ств о. Будем искать решение задачи (2), (3) методом раз-
деления переменных:

V ′′ +
2µ

x
V ′ + γ2V = 0, (6)

W ′′ +
2p

y
W ′ − (γ2 − λ)W = 0, (7)

где u(x, y) = V (x)W (y), γ2 — константа разделения.
Уравнение (6) заменой V (x) = x−µ1F (γx) сводится к уравнению Бесселя

[3, c. 132], общее решение которого можно записать в виде [3, c. 135]

F (z) = C1J−µ1
(z) + C2Yµ1

(z),

где Jν(z)— функция Бесселя [3, c. 132]:

Jν(z) =

∞
∑

m=0

(−1)m
(

z
2

)2m+ν

m!Γ(m+ ν + 1)
, −ν 6∈ N, (8)

а Yν(z)— функция Вебера [3, c. 134]:

Yν(z) =
1

sin(νπ)
(Jν(z) cos(νπ)− J−ν(z)), ν 6∈ Z, (9)

Yn(z) = lim
ν→n

Yν(z), n ∈ Z. (10)

Это следует из того, что функции J−ν(z) и Yν(z) являются решениями урав-
нения Бесселя [3, c. 134–135], и при ν 6∈ Z линейно независимы, поскольку
(по определению) функция Yν является линейной комбинацией с ненулевыми
коэффициентами функции J−ν(z) и линейно независимой ей функции Jν(z),
а при ν ∈ Z функции J−ν(z) и Yν(z) линейно независимы, потому что J−ν(z)
линейно зависит от Jν(z), а Jν(z) и Yν(z)— линейно независимы.

Тогда общим решением уравнения (6) является функция

V (x) = C1x
−µ1J−µ1

(γx) + C2x
−µ1Yµ1

(γx).

В силу условия (2) и определений функции Бесселя (8) и функции Вебера
(9), (10) необходимо положить C2 = 0.

Чтобы функция u(x, y) удовлетворяла условию (2), необходимо, чтобы
J−µ1

(γa) = 0. Если обозначить через rn все положительные корни уравне-
ния J−µ1

(x) = 0, занумерованные в порядке возрастания, то γa = rn для
некоторого номера n, откуда получаем, что γ = rn/a. Тогда V (x) принимает
следующий вид:

Vn(x) = Anx
−µ1J−µ1

(rn
a
x
)

.

Общим решением уравнения (7) при λ 6 0 будет функция

Yn(y) = C3y
−p1Kp1(ξny) + C4y

−p1Ip1(ξny),
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где ξn =
√

(rn/a)2 − λ, Kν(z), Iν(z)— модифицированные функции Бесселя
[3, c. 139]. Для того чтобы выполнялось условие (3), в силу асимптотики

Kν(z) ≃ e−z/
√
z, Iν(z) ≃ ez/

√
z при z → ∞,

необходимо положить C4 = 0. В результате можно составить ряд

u(x, y) =
∞
∑

n=1

Bnx
−µ1y−p1J−µ1

(rn
a
x
)

Kp1(ξny). (11)

Определим коэффициенты Bn так, чтобы все члены ряда (11) являлись
решениями задачи (2), (3) или (2), (5). Подставив ряд (11) в условие (3),
с учётом асимптотики [4, c. 246]

Kν(z) ≃
Γ(|ν|)

21−|ν|z|ν|
(ν 6= 0), K0(z) ≃ ln

2

z
при z → 0,

получим

xµ1ϕ(x) =

∞
∑

n=1

Bn
Γ(−p1)

2p1+1ξ−p1
n

J−µ1

(rn
a
x
)

, p <
1

2
;

xµ1ϕ(x) = −
∞
∑

n=1

BnJ−µ1

(rn
a
x
)

, p =
1

2
.

При выполнении условий теоремы можно разложить xµ1ϕ(x) в ряд Фурье—
Бесселя [3, c. 165]:

xµ1ϕ(x) =
∞
∑

n=1

cnJ−µ1

(rn
a
x
)

, (12)

где cn определяются по формуле [3, c. 164]:

cn =
2

a2J2
−µ1+1

(rn)

∫ a

0

ϕ(x)xµ1+1J−µ1

(rn
a
x
)

dx. (13)

Тогда имеют место следующие равенства:

∞
∑

n=1

cnJ−µ1

(rn
a
x
)

=

∞
∑

n=1

Bn
Γ(−p1)

2p1+1ξp1+1
n

J−µ1

(rn
a
x
)

, p <
1

2
;

∞
∑

n=1

cnJ−µ1

(rn
a
x
)

= −
∞
∑

n=1

BnJ−µ1

(rn
a
x
)

, p =
1

2
.

Выразив из этих равенств Bn, получим

Bn = cn
ξp1n

Γ(p1)2p1−1
, p <

1

2
; (14)

Bn = −cn, p =
1

2
, (15)
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где коэффициенты cn определяются равенством (13).
Для того чтобы формальное решение в виде ряда (11), коэффициенты ко-

торого определяются по формуле (14), было решением задачи (2), (3), необ-
ходимо доказать равномерную сходимость ряда (11).

Ряд
∞
∑

n=1

cn(y)J−µ1

(rn
a
x
)

, (16)

где cn(y) = Bny
−p1Kp1(ξny), а y рассматривается как параметр, является раз-

ложением функции xµ1u(x, y) по ортогональной системе {J−µ1
(rna

−1x)}. При
y → 0 и выполнении условий теоремы он сходится равномерно. Рассмотрим
поведение коэффициентов cn(y) при изменении y. Для этого найдём произ-
водную по y от коэффициентов:

(Bny
p1Kp1(ξny))

′ = Bnξny
p1Kp1−1(ξny).

Выражение, стоящее справа, не имеет положительных корней, так как их не
имеет функция Kν(z) [3, c.163]. Принимая во внимание, что Kν(z) убывает
экспоненциально при z → ∞, можно сделать вывод, что коэффициенты (как
функции от y) убывают на всей положительной полуоси, стремясь к нулю.
Поэтому из равномерной сходимости ряда (11) при y → 0 следует равномер-
ная сходимость ряда (16) при всех остальных значениях y, а из этого факта
следует сходимость ряда (11). Таким образом, существование решения дока-
зано.

Рассмотрим теперь ряд (11) при p = 1/2. В этом случае верно соотношение

xµ1u(x, y) = −
∞
∑

n=1

cnK0(ξny)J−µ1

(rn
a
x
)

. (17)

Поскольку ряд
∑∞

n=1
cnJ−µ1(rna

−1x) сходится равномерно, а выражения
K0(ξny) при фиксированном y можно ограничить числом K0(ξ1y), по теореме
Абеля ряд (17) сходится равномерно при этом значении y. В силу убывания
функции |K0(z)| ряд (11) сходится при y > ε для произвольного положитель-
ного ε, откуда следует равномерная сходимость ряда (11) в области D при
p = 1/2.

Для доказательства единственности решения задачи (2), (3) воспользуем-
ся принципом максимума. Допустим что решение решение задачи (2), (3) при
ϕ(x) = 0 принимает наибольшее значение во внутренней точке (x0, y0) обла-
сти D. Тогда ux(x0, y0) = 0 и uy(x0, y0) = 0. Также ∆u(x, y) > 0. Поскольку
на границе области решение равно нулю, u(x0, y0) > 0, откуда следует, что
Hλ

µ,pu(x0, y0) = ∆u(x0, y0) + λu(x0, y0) < 0, что приводит к противоречию.
По аналогичным рассуждениям решение не может принимать наименьшее
значение во внутренней точке области. Итак, функция u(x, y) наибольшее и
наименьшее значения принимает на границе. Поскольку на границе реше-
ние тождественно равно нулю, в области D решение также равно нулю, что
доказывает единственность решения задачи (2), (3).

В силу соотношения

Hλ
µ,p(y

1−2pu) = y1−2pHλ
µ,1−p(u) (18)
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решения задач (2), (3) и (2), (4) находятся во взаимно однозначном соответ-
ствии, из чего следует однозначная разрешимость задачи (2), (4), решение
которой даётся формулой (11), при этом

Bn = cn
ξp1n

Γ(p1)2p1−1
, (19)

где cn находятся по формуле (13).
Рассмотрим случай λ > 0. Уравнение (6) не претерпевает изменений.
При rm/a < λ < rm+1/a формула для решения уравнения (7) остаётся

без изменения для Yn, n > m. При n 6 m общее решение уравнения (7)
принимает вид

Wn(y) = C5y
−p1Jp1(σny) + C6y

−p1Yp1(σny),

где σn =
√

λ− (rn/a)2. Отметим, что в этом случае Wn(y) удовлетворяет
условию lim

y→∞
Wn(y) = 0.

Запишем решение задачи (2), (4) в виде ряда

u(x, y) =

m
∑

n=0

x−µ1y−p1(BnJp1(σny) +DnYp1(σny))Jµ1

(rn
a
x
)

+

+

∞
∑

n=m+1

Bnx
−µ1y−p1Jµ1

(xn
a
x
)

Kp1(ξny). (20)

При n 6 m из определений функций Бесселя и Вебера (8)–(10) и асимптотики
[3, c. 138]

Yk(z) ≃ −(k − 1)!

π

(z

2

)−k

(k ∈ N), Y0(z) ≃
2

π
ln

z

2
при z → 0

следует, что

lim
y→0

y2p−1Yn(y) = −Dn

2p1ξ−p1
n

Γ(1− p1) sin(p1π)
, p >

1

2
, p1 6∈ N;

lim
y→0

y2p−1Yn(y) = −Dn
(p1 − 1)!2p1

πξp1n
, p >

1

2
, p1 ∈ N;

lim
y→0

Yn(y)

ln y
= Dn

2

π
, p =

1

2
.

Тогда для функции u(x, y) из краевого условия (4) и формулы (20) полу-
чаем соотношения

lim
y→0

y2p−1u(x, y) = −
m
∑

n=0

Dn
2p1ξp1n

Γ(1− p1) sin(p1π)
x−µ1J−µ1

(rn
a
x
)

+

+

∞
∑

n=m+1

Bn

Γ(p1)

21−p1ξp1n
x−µ1J−µ1

(rn
a
x
)

= ϕ(x), p >
1

2
, p1 6∈ N;
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lim
y→0

y2p−1u(x, y) = −
m
∑

n=0

Dn

(p1 − 1)!2p1

πξp1n
x−µ1J−µ1

(rn
a
x
)

+

+
∞
∑

n=m+1

Bn
Γ(p1)

21−p1ξp1n
x−µ1J−µ1

(rn
a
x
)

= ϕ(x), p >
1

2
, p1 ∈ N;

lim
y→0

u(x, y)

ln y
=

m
∑

n=0

Dn
2

π
x−µ1J−µ1

(rn
a
x
)

+

+

∞
∑

n=m+1

Bnx
−µ1J−µ1

(rn
a
x
)

= ϕ(x), p =
1

2
.

При выполнении условий теоремы выполняется соотношение (12), в ре-
зультате чего имеют место следующие равенства:

−
m
∑

n=0

Dn

2p1ξp1n
Γ(1− p1) sin(p1π)

x−µ1J−µ1

(rn
a
x
)

+

+
∞
∑

n=m+1

Bn
Γ(p1)

21−p1ξp1n
x−µ1J−µ1

(rn
a
x
)

=

=

∞
∑

n=1

cnJ−µ1

(rn
a
x
)

p >
1

2
, p1 6∈ N;

−
m
∑

n=0

Dn

(p1 − 1)!2p1

πξp1n
J−µ1

(rn
a
x
)

+

∞
∑

n=m+1

Bn

Γ(p1)

21−p1ξp1n
J−µ1

(rn
a
x
)

=

=
∞
∑

n=1

cnJ−µ1

(rn
a
x
)

, p >
1

2
, p1 ∈ N;

m
∑

n=0

Dn
2

π
J−µ1

(rn
a
x
)

+
∞
∑

n=m+1

BnJ−µ1

(rn
a
x
)

=
∞
∑

n=1

cnJ−µ1

(rn
a
x
)

, p =
1

2
.

Приравняем коэффициенты при соответствующих слагаемых. При n > m
коэффициенты Bn находятся по формулам (19) и (15), а при n 6 m, выразив
Dn, получим

Dn = −cn
Γ(1− p1) sin(p1π)

2p1ξp1n
, p >

1

2
, p1 6∈ N; (21)

Dn = −cn
πξp1n

2p1(p1 − 1)!
, p >

1

2
, p1 ∈ N; (22)

Dn = cn
π

2
, p =

1

2
. (23)
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Для доказательства сходимости ряда (20) достаточно доказать сходимость
«хвоста». Доказательство этого факта полностью повторяет доказательство
для случая λ < 0.

Таким образом, решением задачи (2), (4), (5) является ряд (20), в котором
коэффициенты Dn определяются формулой (21) при p1 6∈ N; формулой (22)
при p1 ∈ N и формулой (23) при p = 1/2, а коэффициенты Bn при n > m
находятся по формуле (19) при p < 1/2 и по формуле (15) при p = 1/2, а при
n 6 m остаются произвольными.

Применение соотношения (18) приводит к формулам, выражающим ре-
шение задачи (2), (3). В этом случае решение определяется рядом (20), где
коэффициенты Bn при n > m определяются формулой (14), при n 6 m ко-
эффициенты Bn произвольны, а Dn определяются соотношением

Dn = −cn
Γ(1 + p1) sin(−p1π)

2−p1ξ−p1
n

. �
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