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Рассматривается задача многопрограммной стабилизации положений равно-
весия квазилинейных стационарных систем. Положения равновесия являются
важными (с точки зрения моделирования) режимами функционирования любой
динамической системы. Многопрограммное управление, реализующее данные ре-
жимы, строится в виде интерполяционного полинома Эрмита. Доказана тео-
рема о достаточных условиях существования многопрограммного стабилизиру-
ющего управления, приведён иллюстративный пример.
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Введение. Классическая задача стабилизации объекта на заданной тра-
ектории [1, 2] подразумевает конструирование некоторого стабилизирующе-
го устройства, которое подавляет возникающие отклонения от программно-
го движения объекта управления. В задаче многопрограммной стабилиза-
ции [3] предлагается строить управление, реализующее несколько программ-
ных режимов и обеспечивающее их асимптотическую устойчивость по Ля-
пунову [4, 5]. В настоящей работе задача многопрограммной стабилизации
формулируется для квазилинейной системы [4], в качестве программных ре-
жимов выступают естественные положения равновесия системы.

Постановка задачи. Рассмотрим квазилинейную стационарную систему [4]
с управлением

ẋ = Ax+Bu+G(x,u), (1)

где x = (x1, x2, . . . , xn)
⊤ — n-мерный вектор фазового состояния, u = (u1, u2,

. . . , ur)
⊤ — r-мерный вектор управлений; A = {aij}, B = {bik}— постоянные

матрицы, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , r; G(x,u) — веществен-
ная, непрерывно дифференцируемая по компонентам x и u вектор-функция,
для которой справедливо

‖G(x,u)‖

‖x‖
⇉ 0 при ‖x‖ → 0.

Пусть на систему (1) не оказывается никакого программного управляю-
щего воздействия (u = up(t) = 0).

Определение 1 [5]. Точка x0 называется положением равновесия, или
точкой покоя системы (1), если есть частное решение системы x(t,x0) = x0

при t ∈ (−∞,+∞).
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Найдём для (1) положения равновесия. Для этого решим нелинейную си-
стему уравнений

Ax+G(x,0) = 0 (2)

относительно x. Будем считать, что таких точек xj конечное число N < +∞,
то есть j = 1, 2, . . . , N .

Задача (Многопрограммная стабилизация положений равновесия ква-
зилинейных систем). Для исходной системы (1) требуется построить мно-
гопрограммное управление u = u(x) [3], которое обеспечивает асимптоти-
ческую устойчивость по Ляпунову положений равновесия xj , j = 1, 2, . . . , N,
системы.

Замечание. В общем случае для системы (1) положения равновесия могут
обеспечиваться ненулевым управляющим воздействием up 6= 0. В этом случае
совокупность положений равновесия исходной системы рассматривается как
некоторое семейство программных режимов.

Решение задачи. Следуя результатам работы [6], будем строить решение
поставленной задачи в виде интерполяционного полинома Эрмита следующе-
го вида:

u(x) =

N∑

j=1

Cj(x− xj)pj(x), pj(x) =

N∏

i=1,i 6=j

(x− xi)
2

(xj − xi)2
. (3)

Здесь узловыми точками являются положения равновесия системы (1), а её
значением — нулевые программные режимы. Матрица коэффициентов усиле-
ния стабилизирующего управления Cj, j = 1, 2, . . . , N , для каждого положе-
ния равновесия в общем случае своя (Cj 6= Ci при j 6= i).

Замкнём систему (1) управлением (3) и для s-ного положения равновесия
xs построим систему в отклонениях. Для ys(t) = x(t)− xs получим

ẏs = Ays +B

N∑

j=1

Cj(ys + xs − xj)pj(ys + xs) + Q̃s(ys), (4)

где Q̃s(ys) = G(ys + xs,u(ys + xs))−G(xs,0).

В системе (4) выделим линейное приближение. Заметим, что в Q̃s(ys)
могут появляться линейные члены по ys, т. е.

Q̃s(ys) = Ãsys +Qs(ys),

где слагаемое Qs(ys) нелинейно по ys.
Также учтём свойства функций pj(ys + xs), j = 1, 2, . . . , N , из представ-

ления (4).
1) Если j 6= s, то в составе произведения

pj(ys + xs) =

N∏

i=1,i 6=j

(ys + xs − xi)
2

(xj − xi)2
, j = 1, 2, . . . , N,
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при i = s будет сомножитель

y2
s

(xj − xs)2
.

Это означает, что все слагаемые суммы в правой части (4) при j 6= s
имеют порядок не меньше второго по компонентам вектора ys и, следо-
вательно, не входят в систему линейного приближения.

2) Если j = s, то

ps(ys + xs) =

N∏

i=1,i 6=s

(ys + xs − xi)
2

(xs − xi)2
. (5)

Очевидно, что каждый сомножитель в (5) имеет вид

(ys + xs − xi)
2

(xs − xi)2
=

y2
s

(xs − xi)2
+ 2

(xs − xi)ys

(xs − xi)2
+ 1, i = 1, 2, . . . , N, i 6= s.

В результате (5) можно представить в виде

ps(ys + xs) = 1 + 2
N∑

i=1,i 6=s

(xs − xi)ys

(xs − xi)2
+ hs(ys), (6)

где hs(ys)— скалярная функция, являющаяся суммой слагаемых, поря-
док которых по компонентам вектора ys не меньше двух.

Рассмотрим правые части системы (4) с учётом свойств 1), 2) функций
pj(ys + xs), j = 1, 2, . . . , N . Очевидно, что дополнительные линейные члены
по ys могут появиться только при j = s. Рассмотрим отдельно слагаемое,
соответствующее j = s, и учтём (6):

BCsys

(
1 + 2

N∑

i=1,i 6=s

(xs − xi)ys

(xs − xi)2
+ hs(ys)

)
= BCsys + H̃s(ys),

где

H̃s(ys) = BCsys

(
2

N∑

i=1,i 6=s

(xs − xi)ys

(xs − xi)2
+ hs(ys)

)
.

C учётом данного представления система (4) примет вид

ẏs =
(
As +BCs

)
ys +Hs(ys) +Qs(ys).

Здесь

As = A+ Ãs, Hs(ys) = H̃s(ys) +B

N∑

j=1,j 6=s

Cj(ys + xs − xj)pj(ys + xs).
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Функция Hs(ys) имеет полиномиальный вид. Её порядок по компонентам
вектора ys не меньше второго, а максимальная степень конечна и зависит
только от параметра N . Следовательно, при достаточно малых по норме от-
клонений ys справедлива оценка

‖Hs(ys)‖ 6 a‖ys‖
b,

где b > 2, a— положительная константа, зависящая от норм матриц B, Cj и
векторов xj, j = 1, 2, . . . , N .

Теперь, после предварительных рассуждений, можно сформулировать сле-
дующее утверждение

Теорема. Пусть для системы (1) выполнены следующие условия:
1) заданные положения равновесия системы x1,x2, . . . ,xN различны: xj 6=

6= xi при j 6= i;
2) однородные системы ẏj = Ajyj + Bvj при vj = Cjyj могут иметь

сколь угодно большой запас устойчивости, получающийся путем вы-
бора постоянных матриц Cj, j = 1, 2, . . . , N ;

3) ‖Qs(ys)‖
‖ys‖

⇉ 0 при ‖ys‖ → 0 равномерно по t > 0.

Тогда существует многопрограммное управление, обеспечивающее каж-
дому положению равновесия из семейства x1,x2, . . . ,xN асимптотическую
устойчивость по Ляпунову.

Док а з ат е л ь ств о. Выше построена система в отклонениях (4), про-
анализированы свойства функции Hs(ys). Осталось показать асимптотиче-
скую устойчивость нулевого решения этой системы.

Согласно второму условию теоремы, за счёт стабилизирующего управле-
ния vs = Csy собственные числа матрицы As+BCs можно сделать любыми
наперед заданными, в том числе с отрицательными вещественными частя-
ми [1]. В этом случае нулевое решение каждой системы (4) при s = 1, 2, . . . , N
асимптотически устойчиво по линейному приближению [4]. Действительно,
с одной стороны, Hs(ys) неявно зависит от времени через vs(t), ys(t), s =
= 1, 2, . . . , N , с другой стороны, в силу ограниченности этих функций и пер-
вого условия теоремы имеет место следующее свойство:

lim
‖ys‖→0

‖Hs(ys)‖

‖ys‖
= 0

равномерно по t > 0. Следовательно, с учётом третьего условия теоремы, все
положения равновесия системы (1) при управлении (3) будут асимптотически
устойчивы по Ляпунову. �

Пример. Решим задачу многопрограммной стабилизации положений рав-
новесия для следующей квазилинейной системы





ẋ1 = x2 + x3 + u,

ẋ2 = −x1 + x3 + (x21 − x22),
ẋ3 = u+ x21.

(7)

Представляя систему (7) в векторно-матричном виде (1), получим

A =




0 1 1
−1 0 1
0 0 0


 , B = (1, 0, 1)⊤ , G(x,u) =

(
0, x21 − x22, x

2
1

)⊤
.
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Решив нелинейную систему уравнений (2), найдём положения равновесия

x1 = (0, 0, 0)⊤ , x2 = (0,−1, 1)⊤ .

Многопрограммное стабилизирующее управление для системы (7) будем
строить в виде

u(x) = C1(x− x1)
(x− x2)

2

(x1 − x2)2
+C2(x− x2)

(x− x1)
2

(x2 − x1)2
. (8)

Пусть ys = (ys1, ys2, ys3)
⊤ = x − xs, s = 1, 2. Для системы (7), замкнутой

многопрограммным управлением (8), построим системы в отклонениях:

ẏs = (As +BCs)ys +Hs(ys) +Qs(ys), s = 1, 2,

где для s = 1

A1 = A, Q1(y1) =
(
0, y211 − y212, y

2
11

)⊤
,

H1(y1) = B
{
C1y1

(
y1x2 +

y2
1

2

)
+C2(y2 − x2)

y2
1

2

}
;

для s = 2

A2 =




0 1 1
−1 2 1
0 0 0


 , Q2(y2) =

(
0, y221 − y222 − 1, y221

)⊤
,

H2(y2) = B
{
C1y2 + x2)

y2
2

2
+C2y2

(
y2x2 +

y2
2

2

)}
.

Исследуем систему линейного приближения для (7) на полную управляе-
мость. Для этого построим матрицы Калмана [5]:

S1={B,A1B,A2
1B}=




1 1 0
0 0 −1
1 0 0


, S2={B,A2B,A2

2B}=




1 1 0
0 0 −1
1 0 0


.

Они имеют полный ранг (rankS1 = 3, rankS2 = 3), следовательно, системы
линейного приближения для (7) полностью управляемы, а значит, и стаби-
лизируемы [5].

Управление (8), согласно доказанной выше теореме, является многопро-
граммным стабилизирующим для исходной системы (7) и обеспечивает асимп-
тотическую устойчивость положений равновесия x1, x2. Матрицы коэффици-
ентов усиления стабилизирующего управления C1, C2 могут быть найдены по
известным алгоритмам [2] как стабилизирующие матрицы соответствующих
систем линейного приближения.

Заключение. Таким образом, изучен вопрос построения многопрограмм-
ного стабилизирующего управления для квазилинейной стационарной систе-
мы, обеспечивающего асимптотическую устойчивость ее положений равнове-
сия. Результаты продемонстрированы на численном примере.
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In present work, the problem of multiprogrammed stabilization of the equilibrium po-
sitions for a quasi-linear system is considered. The equilibrium positions are very im-
portant (from the viewpoint of dynamic object simulation) functioning regimes of any
dynamic system. The multiprogrammed controls which realized these regimes are con-
strained as the Hermit’s interpolating polynomials. In the paper, the theorem on suffi-
cient conditions of the multiprogrammed stabilized control existence is proved and the
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