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Математический анализ
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Рассмотрены две специальные функции, связанные с функциями типа Мит-
таг—Леффлера. Первая из них является модификацией обобщённой функции ти-
па Миттаг—Леффлера, введённой А. А. Килбасом и М. Сайго, вторая — специ-
альным случаем первой. Указана связь этих функций с некоторыми элементар-
ными и специальными функциями и их роль в решении интегральных уравнений
Вольтерры с ядрами Абеля. Приведены формулы дробного интегрирования и диф-
ференцирования в смысле Римана—Лиувилля и Кобера этих функций. Отмечена
их роль в решении задач типа Коши для линейных дифференциальных уравнений
с производными Римана—Лиувилля и Кобера.

Ключевые слова: специальные функции, функции типа Миттаг–Леффлера, дроб-
ное исчисление, интегро-дифференциальные операторы Римана–Лиувилля и Ко-
бера, дробные дифференциальные и интегральные уравнения, задачи типа Коши.

Введение. Рассмотрим функции

Eρ(z; ν, µ) = Γ

(
µ

ν

) ∞∑

n=0
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k=0

Γ

(
kρ+ ν
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zn, (1)

Eρ(z;µ) = Γ(µ)
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n=0
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Γ

(
kρ+ 1

kρ+ µ

)
zn

n!
, (2)

где Γ(µ)— гамма-функция Эйлера, Γ
(
µ
ν

)
= Γ(µ)/Γ(ν); z, µ, ν ∈ C, Re ρ > 0;

kρ+ ν /∈ Z
−
0 , k ∈ N; Z−

0 = {0,−1,−2, . . . ,−n, . . .}, n ∈ N.
Функция Eρ(z; ν, µ) примыкает к хорошо известной обобщённой функции

типа Миттаг—Леффлера, введённой А. А. Килбасом и М. Сайго в [1] как
сумма ряда

Eα,m,l(z) ≡

∞∑

n=0

cnz
n, (3)
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где

c0 = 1, cn =
n−1∏

k=0

Γ

(
α(km+ l) + 1

α(km+ l + 1) + 1

)
;

α, l ∈ C; Reα > 0, m > 0; α(km + l) /∈ Z
−, k ∈ N0; Z

− = Z
−
0 \{0}, и, по

существу, является её модификацией. Свойства этой специальной функции
изучались в работах [2–4]. Определение и некоторые основные факты можно
найти в монографии [5].

Между параметрами, входящими в определение (3) функции Eα,m,l(z),
и параметрами функции Eρ(z; ν, µ) из (1) существует следующее взаимно-
однозначное соответствие:

Eα,m,l(z) = Eαm
(
z;α(l −m) + 1, α(l −m+ 1) + 1

)
.

Функция Eρ(z;µ) возникла в работе автора [6] в процессе решения на-
чально-краевой задачи для вырождающегося уравнения аномальной (дроб-
ной) диффузии, записанного в терминах производной Кобера—Эрдейи, при
попытке распространить функцию Eρ(z; ν, µ) на случай ν = 0. Нетрудно по-
казать, что

Eρ(z; 0, µ) = lim
ν→0

Eρ(z; ν, µ) = Γ(µ)

∞∑

n=0

n∏

k=0

Γ

(
kρ+ 1

kρ+ µ

)
(z/ρ)n

n!
= Eρ

(z
ρ
;µ

)
. (4)

1. О сходимости рядов Eρ(z; ν, µ) и Eρ(z;µ) в комплексной плоскости.
Лемма 1. Пусть Re > 0; kρ+ ν /∈ Z

−
0 , k ∈ N0. Если Re ν < Reµ, то ряды

(1) и (2) сходятся абсолютно во всей комплексной плоскости.

Д о к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим ряд (1). Обозначим un = cnzn — общий
член ряда и воспользуемся признаком Даламбера:
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n→∞

∣∣∣∣
un+1
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|z|
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∣∣∣∣ ,

где m = n+1. Покажем, что предел равен нулю, если Re ν < Reµ. Для этого
воспользуемся известной асимптотической формулой [7]:

Γ(z + ν)

Γ(z + µ)
= zν−µ

[
1 + O

(1
z

)]
, | arg z| < π. (5)

Тогда
∣∣∣∣
Γ(mρ+ ν)

Γ(mρ+ µ)

∣∣∣∣ =
∣∣(mρ)ν−µ

∣∣
∣∣∣∣1 + O

( 1

mρ

)∣∣∣∣ =
∣∣∣e(ν−µ) ln(mρ)

∣∣∣
∣∣∣∣1 +O

( 1

mρ

)∣∣∣∣ ,

где
∣∣e(ν−µ) ln(mρ)

∣∣ = ke(Re ν−Reµ) ln(m/ρ) → 0 при m → ∞, Re ν − Reµ < 0 и

k = e−(Imν−Imµ) arg(mρ) = const.
Что касается ряда (2), его абсолютная сходимость при условии Reµ > 0,

вообще говоря, следует из равенства (4) и предыдущего результата. Однако
её нетрудно установить и непосредственным вычислением:

lim
n→∞

∣∣∣∣
un+1

un

∣∣∣∣ = |z| lim
m→∞

1

m

∣∣∣∣
Γ(mρ+ 1)

Γ(mρ+ µ)

∣∣∣∣ , m = n+ 1.
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Используя (5), находим

∣∣∣∣
Γ(mρ+ 1)

Γ(mρ+ µ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣e(1−µ) ln(mρ)

∣∣∣
∣∣∣∣1 + O

(
1

mρ

)∣∣∣∣ = ke(1−Reµ) ln(m|ρ|)

∣∣∣∣1 + O

(
1

mρ

)∣∣∣∣ ,

где k = eImµ arg(mρ) = const.
Очевидно, lim

m→∞

1
me(1−Reµ) ln(m|ρ|) = 0 при Reµ > 1. Пусть Reµ < 1. Тогда

lim
m→∞

1

m
e(1−Reµ) ln(m|ρ|) = lim

m→∞

(m|ρ|)1−Reµ

m
= lim

m→∞
|ρ| (1−Reµ)(m |ρ|)−Reµ = 0,

если Reµ > 0. Лемма доказана. �

2. Связь функций Eρ(z; ν, µ) и Eρ(z;µ) с элементарными и некоторыми
специальными функциями. Все приведённые в этом пункте формулы легко
следуют из (1) и (2).

Пусть Re ρ > 0. Рассмотрим некоторые частные и специальные значения
параметров µ и ν.

2.1. При ν = 0 и µ = 1 справедливо равенство

Eρ(z; 0, 1) = Eρ(z/ρ; 1) = ez/ρ, (6)

из которого, в частности, при ρ = 1 следует

E1(z; 0, 1) = E1(z; 1) = ez. (7)

Более того, из (2) следует, что Eρ(z; 1) = ez для любого ρ ∈ C, при котором
коэффициенты cn ряда (2) имеют смысл.

2.2. Пусть ν = µ− ρ, µ /∈ Z
−
0 . Тогда

Eρ(z;µ − ρ, µ) = Γ(µ)Eρ(z;µ), (8)

где

Eρ(z;µ) =
∞∑

k=0

zk

Γ(kρ+ µ)

— принятое в настоящей работе обозначение функции типа Миттаг—Леф-
флера [8, 9]. Формуле (8) можно придать вид

Eµ−ν(z; ν, µ) = Γ(µ)Eµ−ν(z;µ), Reµ > Re ν. (9)

Если в (9) положить ν = 0 или в (8) принять ρ = µ, получим

Eµ(z; 0, µ) = Eµ(z/µ;µ) = Γ(µ)Eµ(z;µ), Reµ > 0.

Отметим ещё одну полезную формулу:

xµ−1Eρ(λx
ρ;µ − α, µ) = Γ(µ) Exp(α, µ;λ;x),
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где α, µ, λ ∈ C; x ∈ R; Reα, Reµ > 0, а Exp(α, µ;λ;x) = xµ−1Eα(λx
α;µ)—

обобщённая дробная экспоненциальная функция [11, 12].

2.3. Пусть µ = ν + 1. Тогда функция Eρ(z; ν, µ) определяется рядом

Eρ(z; ν, ν + 1) = Γ

(
ν + 1

ν

) ∞∑

n=0

n∏

k=0

Γ

(
kρ+ ν

kρ+ ν + 1

)
zn = ν

∞∑

n=0

[ n∏

k=0

(kρ+ ν)

]−1

zn,

где kρ + ν 6= 0, k ∈ N. Если теперь в последнем выражении положить ν = ρ,
то приходим к

zEρ(z; ρ, ρ+ 1) = ρ(ez/ρ − 1), (10)

из которой, в частности, при ρ = 1 следует

zE1(z; 1, 2) = ez − 1 = zE1(z; 2). (11)

Заметим, что с учётом (6) равенство (10) можно также записать в виде

zEρ(z; ρ, ρ + 1) = ρ
(
Eρ(z/ρ; 1) − 1

)
.

2.4. Рассмотрим функцию Eρ(z;µ) при µ = ρ+ 1:

Eρ(z; ρ+ 1) = Γ(ρ+ 1)

∞∑

n=0

1

Γ(nρ+ ρ+ 1)

zn

n!
= Γ(ρ+ 1)Wρ(z;µ).

Здесь

Wα(z;µ) = φ(α, µ; z) =

∞∑

n=0

1

Γ(αn + µ)

zn

n!
, Reα > 0

— функция Райта [5, 8, 10].

2.5. Представления функций (1) и (2) через элементарные функции при
частных значениях параметров ρ, µ и ν легко установить с помощью (8).
Например, (7) получается из (8) при ρ = 1 и µ = 1. Далее при ρ = 1 и при
µ = 2 получаем

E1(z; 2) = E1(z; 1, 2) = z−1(ez − 1),

что совпадает с (11); при ρ = 1 и при µ = 2—

2!E1(z; 3) = E1(z; 2, 3) = 2z−2(ez − 1− z).

По индукции при µ = n+ 1 можно получить

E1(z;n + 1) = z−nRn(z),

где Rn(z)— остаточный член в разложении функции ez в ряд Маклорена.
При ρ = 2 и µ = 1 можно получить

E2(z
2; 1) = E2(z

2;−1, 1) = ch z, E2(−z2; 1) = E2(−z2;−1, 1) = cos z,

а при ρ = 2 и µ = 2 —

E2(z
2; 2) = E2(z

2; 0, 2) = E2(z
2/4; 2) = z−1 sh z,
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E2(−z2; 2) = E2(−z2; 0, 2) = E2(−z2/4; 2) = z−1 sin z.

2.6. Рассмотрим случаи вырождения функций (1) и (2).
Известно, что при α = 0 функция Eα(z;µ) вырождается в сумму геомет-

рической прогрессии, сходящуюся в круге |z| < 1. Действительно,

E0(z;µ) = lim
α→0+

∞∑

n=0

zk

Γ(αn + µ)
=

1

Γ(µ)

∞∑

n=0

zn =
1

Γ(µ)

1

1− z
, µ /∈ Z

−
0 .

Подобным образом ведёт себя функция Eρ(z; ν, µ) при ν → µ:

lim
ν→µ

Eρ(z; ν, µ) = Eρ(z;µ, µ) =
1

1− z
,

а при ρ = 0:

E0(z; ν, µ) = lim
ρ→0+

Eρ(z; ν, µ) =
∞∑

n=0

[
Γ

(
ν

µ

)
z

]n
=

Γ(µ)

Γ(µ)− Γ(ν)z
. (12)

Очевидно выполнение равенства

E0(z;µ, µ) = Eρ(z;µ, µ) = Γ(µ)E0(z;µ).

Несколько иначе ведёт себя функция Eρ(z;µ):

E0(z;µ) = lim
ρ→0+

Eρ(z;µ) =
∞∑

n=0

1

n!

(
z

Γ(µ)

)n

= ez/Γ(µ), µ ∈ C.

C учётом (6) можно записать

E0(z;µ) = EΓ(µ) [z/Γ(µ); 1] = EΓ(µ)(z; 0, 1) = ez/Γ(µ).

Наконец, при µ → 0 получим

Eρ(z/ρ; 0) = lim
µ→0

Eρ(z/ρ;µ) = lim
µ→0

Eρ(z; 0, µ) =
1

1− z
, |z| < 1.

3. Функции Eρ(z; ν, µ) и Eρ(z;µ) в решениях интегральных уравнений
вольтерровского типа. Основное внимание в работе [13] было сосредоточено
на задаче нахождения явных решений интегрального уравнения

y(x)− λxβIα0xx
ηy(x) = kxσ−1, k = const (13)

с правой частью специального вида и левосторонним интегралом Римана—
Лиувилля Iα0xf ≡ (Iα0+f)(x) порядка α [14] при α > 0, β, η, σ ∈ R.

Теорема 1. Пусть в уравнении (13) α+β+ η > 0. Тогда при выполнении
условий α+ β 6= σ, η+ σ > 0 его решение записывается с помощью функции
(1), в которой ρ = α+ β + η, µ = σ − β, ν = σ − α− β, и имеет вид

y(x) = kxσ−1Eρ(λx
ρ; ν, µ). (14)
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В случае α+ β = σ его решение принимает вид

y(x) = kxσ−1Eη+σ

(λxη+σ

η + σ
;α

)
.

Опустим формальное доказательство этой теоремы, так как интегральные
уравнения подобного типа были предметом исследований многих авторов [1,
2, 15, 16], однако сделаем ряд замечаний.

Ясно, что в интегральном уравнении (13) в записи оператора xβIα0xx
η

(α > 0) из параметров α, β, η существенны лишь два, так как замена искомой
функции y(x) = x−ηϕ(x) приводит уравнение (13) к уравнению с оператором
xβ+ηIα0x, а замена y(x) = xβϕ(x)— к уравнению с оператором Iα0xx

β+η. Однако
нам будем удобно сохранить запись интегрального уравнения в виде (13), поз-
воляющем при необходимости рассматривать случаи уравнения с внутренним
или внешним коэффициентами, полагая β = 0 или η = 0 соответственно.

В работе [13] решение интегрального уравнения (13) в виде (14) построено
как результат применения оператора (I − λxβIα0xx

η)−1 =
∑∞

n=0 λ
n(xαIα0xx

η)n

к функции f(x) = kxσ−1. Здесь I — тождественный оператор.
Существование решения (14) легко обосновывается его непосредственной

подстановкой в интегральное уравнение (13). Существование единственного
решения при ρ > 0 следует также из хорошо известных результатов [9,15,17].

Действительно, заменой искомой функции y(x) = xβϕ(x) интегральное
уравнение (13) с произвольной функцией f(x) = L(0, l), l > 0, в правой части
приводится к уравнению

ϕ(x)− λIα0xx
ρ−αϕ(x) = x−βf(x). (15)

Пусть в уравнении (15) ρ − α > 0. Тогда к нему применима известная
теория интегральных уравнений Вольтерры второго рода с ядром Абеля [17].

Если ρ − α = 0, то единственное решение уравнения (15) записывается
в терминах интегрального оператора Eα,σ

0x;λ с функцией типа Миттаг—Леф-

флера в ядре [18–20] для любой функции f(x) : x−βf(x) ∈ L(0, l) и имеет
вид

ϕ(x) = (I − λIα0x)
−1x−βf(x) = (I + λEα,α

0x;λ)x
−βf(x),

а решением интегрального уравнения (13) будет соответственно функция

y(x) = xβϕ(x) = f(x) + λxβ
∫ x

0
(x− t)α−1Eα [λ(x− t)α;α] t−βf(t)dt.

Для f(x) = kxσ−1, используя свойства оператора Eα,σ
0x;λ [21, 22], это решение

легко выписать в терминах обобщённой дробной экспоненциальной функции,
и в конечном счёте — через функцию типа Миттаг—Леффлера:

y(x) = kΓ(σ − β)xβ Exp(α, σ − β;λ;x) = kΓ(σ − β)xσ−1Eα(λx
α;σ − β). (16)

Наконец, в случае −1 < ρ − α < 0 можно воспользоваться результатом
работы [15], показав, что некоторая степень интегрального оператора в (15)
будет сжимающим оператором, и воспользоваться обобщённым принципом
сжимающих отображений [23, стр. 82].
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В любом случае решение интегрального уравнения (13) записывается как

y(x) = kxσ−1Eρ(λx
ρ;σ − α− β, σ − β), (17)

что совпадает с формулой (14). При ρ = α, в частности, по формуле (8) легко
получить представление решения в виде (16).

Случай ρ = 0, 0 < α < 1 является особым для интегрального уравнения
(15). Однако его решение для f(x) = kxσ−1, а значит и решение уравнения
(13) можно найти по формуле (17) при ρ = 0, используя формулу (12):

y(x) = kxσ−1E0(λx
0;σ − α− β, σ − β) =

kΓ(σ − β)xσ−1

Γ(σ − β)− λΓ(σ − α− β)
,

если |λ| < Γ
( σ−β
σ−α−β

)
.

4. Дробные интегралы и производные функций Eρ(z; ν, µ) и Eρ(z;µ).
Учитывая связь между параметрами ρ, ν и µ в решении (14) и параметрами
α, β и η интегрального уравнения (13) при k = σ = 1, легко убеждаемся, что
функция Eρ(λx

ρ; ν, µ) является решением следующего интегрального уравне-
ния:

y(x)− λx1−µIµ−ν
0x xρ+ν−1y(x) = 1, (18)

где ρ, µ, ν ∈ C; Reµ > Re ν, Re(ρ+ ν) > 0, Re ρ > 0.

Лемма 2. Пусть Re ρ > 0, Reµ > Re ν, kρ+ ν /∈ Z
−
0 . Тогда

Eρ(λx
ρ; ν, µ)− 1 =

Γ(ρ+ ν)

Γ(ρ+ µ)
λxρEρ(λx

ρ; ρ+ ν, ρ+ µ). (19)

Док а з ат е л ь ств о. По определению (1) запишем

Eρ(λx
ρ; ν, µ)− 1 =

Γ(ρ+ ν)

Γ(ρ+ µ)
λxρ +

Γ(ρ+ ν)Γ(2ρ+ ν)

Γ(ρ+ µ)Γ(2ρ+ µ)
λ2x2ρ+

+
Γ(ρ+ ν)Γ(2ρ+ ν)Γ(3ρ+ ν)

Γ(ρ+ µ)Γ(2ρ+ µ)Γ(3ρ+ µ)
λ3x3ρ + · · · =

Γ(ρ+ ν)

Γ(ρ+ µ)
λxρ

(
1 +

Γ(2ρ+ ν)

Γ(2ρ+ µ)
λxρ+

+
Γ(2ρ+ ν)Γ(3ρ+ ν)

Γ(2ρ+ µ)Γ(3ρ+ µ)
λ2x2ρ + . . .

)
=

Γ(ρ+ ν)

Γ(ρ+ µ)
λxρ

(
1 +

Γ(ρ+ ρ+ ν)

Γ(ρ+ ρ+ µ)
λxρ+

+
Γ(ρ+ ρ+ ν)Γ(2ρ+ ρ+ ν)

Γ(ρ+ ρ+ µ)Γ(2ρ+ ρ+ µ)
λ2x2ρ + . . .

)
=

Γ(ρ+ ν)

Γ(ρ+ µ)
λxρEρ(λx

ρ; ρ+ ν, ρ+ µ),

что и требовалось доказать. �

Подставляя функцию Eρ(λx
ρ; ν, µ) в уравнение (18), получим тождество.

Тогда, используя формулу (19), имеем

Iµ−ν
0x

xρ−ν−1

Γ(ρ+ ν)
Eρ(λx

ρ; ν, µ) =
xρ+µ−1

Γ(ρ+ µ)
Eρ(λx

ρ; ρ+ ν, ρ+ µ), (20)

Dµ−ν
0x

xρ+µ−1

Γ(ρ+ µ)
Eρ(λx

ρ; ρ+ ν, ρ+ µ) =
xρ+ν−1

Γ(ρ+ ν)
Eρ(λx

ρ; ν, µ), (21)
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где Dα
0xf ≡ (Dα

0+f)(x)— левосторонняя производная Римана—Лиувилля [14]
порядка α > 0.

Если ввести параметры ν1 = ρ+ ν и µ1 = ρ+ µ, то (20) и (21) приобретут
симметричный вид:

Iµ1−ν1
0x

xν1−1

Γ(ν1)
Eρ(λx

ρ; ν1 − ρ, µ1 − ρ) =
xµ1−1

Γ(µ1)
Eρ(λx

ρ; ν1, µ1), (22)

Dµ1−ν1
0x

xµ1−1

Γ(µ1)
Eρ(λx

ρ; ν1, µ1) =
xν1−1

Γ(ν1)
Eρ(λx

ρ; ν1 − ρ, µ1 − ρ). (23)

Формулы (20)–(23) можно перезаписать в терминах исходных параметров
α, β и η (µ1 − ν1 = µ− ν = α). Из (22) и (23) легко получаются, в частности,
формулы целочисленного интегрирования и дифференцирования.

Заметим, что по своей структуре интегральный оператор xβIα0xx
η близок

к операторам типа Кобера—Эрдейи [14]. Ниже используется следующая мо-
дификация интегро-дифференциального оператора Кобера на конечном от-
резке [a, b]:

Iαax;ηf ≡ D−α
ax;ηf =




(x− a)−α−η

Γ(α)

∫ x

a

(t− a)ηf(t)

(x− t)1−α
dt, Reα > 0;

(x− a)−α−η
( d

dx

)n
(x− a)n+α+ηIn+α

ax;η f, Reα 6 0,

(24)

где n = [−Reα] + 1, [ · ]— целая часть числа. Оператор (24) можно также на-
звать левосторонним интегро-дифференциальным оператором Кобера—Эр-
дейи. Очевидно, при a = 0 и α ∈ R он совпадает с левосторонним интегро-
дифференциальным оператором типа Эрдейи—Кобера Iαax;σ,η с a = 0 и σ = 1,
то есть Iα0x;η ≡ Iα0x;1,ηf [14, стр. 246, формулы (18.1), (18.2)].

Из определения интегро-дифференциального оператора Кобера видно, что
формулы (24) при Reα > 0 задают интегральный оператор

Iαax;ηf = (x− a)−α−ηIαax(x− a)ηf(x), (25)

определённый на функциях (x − a)ηf(x) ∈ L(a, b), а при Reα 6 0 после
переобозначения β = −α— дифференциальный оператор

Dβ
ax;ηf = (x− a)β−ηDβ

ax(x− a)ηf(x). (26)

Достаточным условием существования производной (26) является принад-

лежность In−β
ax (x− a)ηf(x) классу ACn[a, b], где n = [Re β] + 1.

Соотношения (25), (26) позволяют изучать свойства оператора (24) с по-
мощью известных свойств интегралов и производных Римана—Лиувилля. Ра-
зумеется, эти свойства могут быть получены как частные случаи свойств,
приведённых в монографии [14] для оператора Эрдейи—Кобера, если поло-
жить a = 0, σ = 1. Заметим в этой связи, что формулы композиций опе-

раторов Iαax;σ,η, I
β
ax;σ,η+α в [14, стр. 247, формула (18.6)] указаны ошибочно.

В действительности при σ = 1 имеют место следующие соотношения:

Iαax;η+βI
β
ax;ηf = Iα+β

ax;η f = Iβax;η+αI
α
ax;ηf, (27)
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Iαax;ηI
β
ax;η−βf = Iα+β

ax;η−βf, (28)

Iβax;ηI
α
ax;η−αf = Iα+β

ax;η−αf. (29)

Докажем первое равенство в (27), например, для интегральных операто-
ров (Reα > 0, Reβ > 0). По формуле (25) имеем

Iαax;η+βI
β
ax;ηf = (x− a)−α−η−βIαaxI

β
ax(x− a)ηf =

= (x− a)−(α+β)−ηIα+β
ax (x− a)ηf = Iα+β

ax;η f. (30)

Второе равенство в (27) является следствием симметрии Iα+β
ax;η f ≡ Iβ+α

ax;η f и по-
лугруппового свойства интегралов Римана—Лиувилля [14]. Соотношение (28)
получается из (30) заменой η+ β = η1, а равенство (29) следует из (28) заме-
ной α на β, а β на α.

Приведём ещё вариант композиционного тождества, который получается
из (27) заменой η + β = ν, α+ ν = µ:

Iµ−ν
ax;ν I

ν−η
ax;ηf = Iµ−ν

ax;η f. (31)

Отметим, что свойства (27)–(31) для интегральных операторов справед-
ливы, если (x− a)ηf(x) ∈ L(a, b). В случае интегро-дифференциальных опе-
раторов класс допустимых функций должен оговариваться дополнительно.

В монографии [14] приведены выражения обратных операторов Эрдейи—
Кобера, в частности, для левостороннего оператора

(Iαax;σ,ν)
−1f = I−α

ax;σ,η+αf. (32)

Пусть σ = 1. Конкретизируем соотношение (32) с указанием допустимых
классов функций.

Если α > 0, то

(Iαax;η)
−1f = I−α

ax;η+αf ≡ Dα
ax;η+αf (33)

является левым обратным оператором для Iαax;η, то есть

Dα
ax;η+αI

α
ax;ηf = f(x), (34)

если (x− a)ηf(x) ∈ L(a, b).
Действительно, Dα

ax;η+αI
α
ax;ηf = (x − a)−ηDα

axI
α
ax(x − a)ηf(x) = f(x), так

как Dα
axI

α
axϕ = ϕ(x), для функций ϕ(x) ∈ L(a, b).

Если α 6 0, то, обозначая −α = β, из (32) при σ = 1 получим оператор

(I−β
ax;η)

−1f = (Dβ
ax;η)

−1f = Iβax;η−βf, (35)

являющийся левым обратным для Dβ
ax;η, для функций (x− a)ηf(x) ∈ Iβax(L),

где Iβax(L)— класс функций, представимых левосторонним интегралом Рима-
на—Лиувилля порядка β [14]. Таким образом, для α > 0

Iαax;η−αD
α
ax;ηf = f(x), (36)
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если (x− a)ηf(x) ∈ Iαax(L).
Заметим, что обратный оператор из (33) будет являться также правым об-

ратным для Iαax;η на функциях (x−a)η+αf(x) ∈ Iαax(L). Это видно из соотноше-
ния (36) при замене η−α = η1. Аналогично, обратный оператор из (35) будет
являться и правым обратным для Dα

ax;η на функциях (x−a)η−αf(x) ∈ L(a, b).
Это видно из (34) при замене η + α = η1.

Лемма 3. Пусть Reµ > Re η. Тогда

Dµ−ν
ax;µI

µ−ν
ax;νϕ = ϕ(x) (37)

выполняется для функций ϕ(x) : (x− a)νϕ(x) ∈ L(a, b), а

Iµ−ν
ax;νD

µ−ν
ax;µf = f(x) (38)

— для функций f(x) : (x− a)µf(x) ∈ Iµ−ν
ax (L).

Если же (x− a)µf(x) ∈ L(a, b) и In−α
ax (x− a)µf(x) ∈ ACn[a, b], то вместо

(38) имеем

Iµ−ν
ax;νD

µ−ν
ax;µf = f(x)−

n∑

k=1

lim
x→a+

(x− a)ν+kDµ−ν−k
ax;µ f

(x− a)ν+kΓ(µ− ν − k + 1)
. (39)

Док а з ат е л ь ств о. Формулы (37) и (38) следуют из (34) и (36) заменой
в (34) η на ν, а в (36) — η на µ при α = µ− ν. Осталось доказать (39).

Заметим, что требование In−α
ax (x − a)µf(x) ∈ ACn[a, b] обеспечивает сум-

мируемость образа дифференциального оператора Dµ−ν
ax (x− a)µf(x).

Рассмотрим композицию операторов

Iµ−ν
ax;νD

µ−ν
ax;µf = (x− a)−µIµ−ν

ax Dµ−ν
ax (x− a)µf =

= f(x)− (x− a)−µ
n∑

k=1

f̃
(n−k)
n−α

Γ(α− k + 1)
(x− aα−k),

где α = µ − ν, f̃(x) = (x − a)µf(x), f̃
(n−k)
n−α (a+) = lim

x→a+
( d
dx)

n−kIn−α
ax f̃ =

= lim
x→a+

Dα−k
ax (x − a)µf(x) и использовано соответствующее тождество для

композиции IαaxD
α
ax в классе суммируемых функций [14].

Записывая выражение

Dα−k
ax (x− a)µf(x) = (x− a)k−α+µDα−k

ax;µf = (x− a)ν+kDµ−ν−k
ax;µ f,

получим (39). Лемма доказана. �

Замечание. Формула (39) записана целиком в терминах оператора Кобе-
ра. Практически удобнее использовать её в следующей редакции:

Iµ−ν
ax;νD

µ−ν
ax;µf = f(x)−

n∑

k=1

lim
x→a+

Dµ−ν−k
ax (x− a)µf(x)

(x− a)ν+kΓ(µ− ν − k + 1)
.
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Возвращаясь к функции Eρ(z; ν, µ), приведём формулы её интегрирования
и дифференцирования по Коберу.

Из формул (22) и (23) с использованием переобозначений µ1 = µ, ν1 = ν
в силу (25) и (26) получим

Iµ−ν
0x;ν−1Eρ(λx

ρ; ν − ρ, µ− ρ) = Γ

(
ν

µ

)
Eρ(λx

ρ; ν, µ),

Dµ−ν
0x;µ−1Eρ(λx

ρ; ν, µ) = Γ

(
µ

ν

)
Eρ(λx

ρ; ν − ρ, µ− ρ),

а из формул (20), (21) — формулы преобразования функции Eρ(λx
ρ; ν, µ) с ве-

сом:

Iµ−ν
0x;ν x

ρ−1Eρ(λx
ρ; ν, µ) = Γ

(
ρ+ ν

ρ+ µ

)
xρ−1Eρ(λx

ρ; ρ+ ν, ρ+ µ), (40)

Dµ−ν
0x;µx

ρ−1Eρ(λx
ρ; ρ+ ν, ρ+ µ) = Γ

(
ρ+ µ

ρ+ ν

)
xρ−1Eρ(λx

ρ; ν, µ). (41)

Формулы (40) и (41) являются частными случаями более общих соотно-
шений (Re γ > 0):

Iα0x;ηx
γ−η−1Eρ(λx

ρ; γ − ρ, γ − ρ+ α) = Γ

(
γ

γ+α

)
xγ−η−1Eρ(λx

ρ; γ, γ + α), (42)

Dα
0x;η+αx

γ−η−1Eρ(λx
ρ; γ, γ+α) = Γ

(
γ+α

γ

)
xγ−η−1Eρ(λx

ρ; γ−ρ, γ−ρ+α). (43)

Очевидно, при γ − η = ρ, η = ν, µ = η + α = ν + α формулы (42) и
(43) совпадают с (40) и (41). Справедливость соотношений (42) и (43) легко
устанавливается, если заметить, что исходное интегральное уравнение (13) в
терминах интегрального оператора Кобера (24) записывается в виде

y(x)− kxρIα0x;ηy = kxσ−1, (44)

а его решение —

y(x) = kxσ−1Eρ(λx
ρ;σ − ρ+ η, σ − ρ+ η + α).

Используя лемму 2, формулу (19) и обозначение σ + η = γ, приходим к (42).
Равенство (43) следует из соотношения (42) и тождества (34).

Заключение. В теории и практике построения решений для интеграль-
ных уравнений типа (12) или (44) функции Eρ(z; ν, µ) и Eρ(z;µ) играют ту же
роль, что и функция типа Миттаг—Леффлера в решении уравнения Вольтер-
ры второго рода с ядром Абеля. Не представляет большого труда получить
явные решения уравнений (12) или (44) для бесконечно дифференцируемого
на конечном отрезке [0, l] свободного члена f(x) или функции, представимой
обобщённым степенным рядом f(x) = xσ−1

∑∞
n=0 cn(x

γ)n (σ > 0, γ > 0). Как
было отмечено во введении, функции вида (1) и (2) возникают при решении
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начальных задач для дифференциальных уравнений с дробными производ-
ными Римана—Лиувилля и переменными коэффициентами. Основным мето-
дом обоснования корректности постановки этих задач и их решения являет-
ся идея редукции дифференциального уравнения к соответствующему инте-
гральному уравнению вольтерровского типа. Располагая явными решениями
интегральных уравнений, можно найти решения начальных задач (задача
типа Коши, видоизменённая задача Коши) для некоторых линейных диффе-
ренциальных уравнений с производными Римана—Лиувилля или Кобера и
переменными коэффициентами.
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