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Решены задачи о чистом изгибе балок прямоугольного и круглого поперечных
сечений при установившейся ползучести с учётом различных характеристик
материала при растяжении и сжатии. Определяющие соотношения устано-
вившейся ползучести приняты в виде дробно-степенных функций. Приводится
сравнение решений задач для балок квадратного и круглого сечений с одинаковы-
ми значениями осевых моментов инерции.
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Введение. В настоящее время опубликовано довольно много работ, посвя-
щенных изучению чистого изгиба балок в процессе установившейся ползу-
чести. Проведенный обзор некоторых из них [1–13] послужил поводом для
дальнейшего исследования этой задачи. Задачи чистого изгиба балок при
ползучести для материалов, имеющих одинаковые свойства на растяжение и
сжатие, рассмотрены, например, в работах [1, 3–6, 10–13]. В этих работах в
качестве определяющих соотношений в основном используются степенные и
экспоненциальные функции. В работах [2, 7–9] рассматривается чистый изгиб
балок в процессе установившейся и неустановившейся ползучести, в которых
учитывается разносопротивляемость материала растяжению и сжатию. При
этом для описания ползучести при изгибе авторы используют как степен-
ные [2, 7], так и экспоненциальные [9] определяющие соотношения. Во всех
перечисленных работах, за исключением работ [12, 13], используется фено-
менологический подход к описанию процесса ползучести. В работах [12, 13]
предложена методика решения одномерных краевых задач изгиба балки на
основе структурной модели среды.

В настоящей статье исследуется чистый изгиб балок с различными фор-
мами поперечных сечений в процессе установившейся ползучести. В отличие
от рассмотренных работ, для учета разносопротивляемости материала растя-
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жению и сжатию принимается сингулярная дробно-степенная модель с раз-
личными значениями пределов кратковременной прочности при растяжении
и сжатии [14, 15].

Проводится сравнение полученных решений для балок круглого и квад-
ратного поперечного сечений с равными значениями их осевых моментов
инерции при действии одинакового изгибающего момента.

1. Чистый изгиб балки прямоугольного поперечного сечения. Рассмотрим
чистый изгиб балки в условиях высокотемпературной ползучести. Материал
балки при соответствующей температуре имеет разные значения пределов
кратковременной прочности при растяжении σb1 > 0 и сжатии σb2 < 0 (отно-
шение пределов прочности α = −σb2/σb1. Примем, что сечение балки имеет
две оси симметрии (Ox и Oy), изгибающий момент M действует в плоскости
yOz. Высота сечения балки по оси Oy равна H, ширина b, длина l удовлетво-
ряет неравенствам l ≫ H, l ≫ b.

В этом случае гипотеза плоских сечений имеет вид

ṗ = χ̇(y − y0), (1)

где ṗ = ṗz — скорость деформации ползучести; χ̇— скорость изменения кри-
визны балки; y — координата, отсчитываемая от срединной линии балки
(−0,5H 6 y 6 0,5H); y0 — координата нейтральной поверхности, на которой
отсутствуют напряжения (σ(y0) = σz(y0) = 0). Смещение нейтральной по-
верхности от оси симметрии (y = 0) балки при ползучести в рассматривае-
мой задаче происходит вследствие разносопротивляемости материала растя-
жению и сжатию.

Определяющие соотношения ползучести в одноосном случае примем в ви-
де, предложенном С. А. Шестериковым и М. А. Юмашевой [14,15], в котором
зависимость ṗ от напряжения σ имеет дробно-степенной вид:

ṗ = A
( σ
√

(σb1 − σ)(σ − σb2)

)n
. (2)

Таким образом, напряжённо-деформированное состояние изогнутой балки
в любой момент времени определяется осевыми напряжениями σ = σ(y) и осе-
выми деформациями ползучести p = p(y, t). Мгновенными упруго-пластиче-
скими деформациями пренебрегаем.

Уравнения равновесия балки имеют следующий вид:

∫ y0

−H/2
(σ

−
)dy +

∫ H/2

y0

(σ+)dy = 0,

∫ y0

−H/2
(σ

−
)ydy +

∫ H/2

y0

(σ+)ydy =
M

b
, (3)

где σ
−
, σ+ — напряжения в сжатой и растянутой зонах балки соответственно.

Введём следующие безразмерные переменные:

α = −σb2/σb1, σ̄ = σ/σb1, t̄ = tA

M̄ =
4M

bH2σb1
, N̄ =

2N

bHσb1
, ˙̄χ =

dχ̄

dt̄
=

H

2A

dχ

dt
, ȳ =

2y

H
.
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C учётом введённых безразмерных переменных определяющее соотноше-
ние (2) преобразуется к следующему виду:

dp

dt̄
=

( σ̄
√

(1− σ̄)(α + σ̄)

)n
. (4)

На рис. 1 представлены графики зависимости модуля скорости деформа-
ции |dp/dt̄| от модуля безразмерного напряжения |σ̄| (4) при n = 1.

Рис. 1. Графики зависимости |dp/dt̄| от |σ̄|
при α = 1,5: 1 — область растяжения; 2 — об-

ласть сжатия

Согласно гипотезе плоских сече-
ний (1) и определяющему соотноше-
нию (2) в безразмерных переменных
имеем

dp

dt̄
=

( σ̄2

(1− σ̄)(α + σ̄)

)n/2
=

=
dχ̄

dt̄
(ȳ − ȳ0) . (5)

Преобразуем последнее выражение:

σ̄2

(1− σ̄)(σ̄ + α)
=

=
(dχ̄

dt̄
(ȳ − ȳ0)

)2/n
= B(ȳ). (6)

Представим выражение (6) в виде квадратного уравнения относительно без-
размерного напряжения σ̄:

(1 +B)σ̄2 +B(α− 1)σ̄ − αB = 0. (7)

В результате выражение для безразмерных напряжений принимает следую-
щий вид:

σ̄+,− =
−B(α− 1)±

√

B2(α − 1)2 + 4(1 +B)αB

2(1 +B)
. (8)

Система уравнений равновесия (3) в безразмерных переменных приводит-
ся к виду

N̄ =

∫ ȳ0

−1

(σ̄
−
) dȳ +

∫

1

ȳ0

(σ̄+) dȳ = 0; M̄ =

∫ ȳ0

−1

(σ̄
−
) ȳdȳ +

∫

1

ȳ0

(σ̄+) ȳdȳ. (9)

Подставив выражения σ̄+ и σ̄
−

из (8) в (9) и учитывая (6), получим систему
двух уравнений относительно ȳ0 и ˙̄χ.

В таблице в столбцах 1 и 3 приведены результаты решения системы (9)
при M̄ = 0,5, α = 1,5 для некоторых значений n. На рис. 2 сплошными
линиями изображены вычисленные согласно (6), (8), (9) эпюры напряжений
в балке при этих же значениях констант. На рис. 3 приведены зависимости
смещения нейтральной оси ȳ0 от показателя степени n при α = 1,5.

2. Чистый изгиб балки круглого поперечного сечения. В настоящем пунк-
те рассматривается чистый изгиб при ползучести балки круглого поперечного
сечения радиуса R, изготовленной из материала с разными значениями преде-
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Результаты численного решения систем уравнений для балок пря-
моугольного (столбцы 1 и 3) и круглого (столбцы 2 и 4) сечений

n
y0 ˙̄χ ˆ̇χ

1 2 3 4

1 −0,045 −0,038 0,696 0,803
3 −0,061 −0,049 0,148 0,172
15 −0,077 −0,061 0,00001 0,0000131

Рис. 2. Эпюры безразмерного напряжения
σ̄ для балок прямоугольного и круглого се-

чений при n = 1, 3, 15 и α = 1,5

Рис. 3. Графики зависимости смещения
нейтральной оси ȳ0 от показателя n для
балок прямоугольного (1) и круглого (2)

поперечных сечений

Рис. 4. Круглое и квадратное поперечное се-
чение балок с одинаковыми осевыми момен-

тами инерции

лов прочности при растяжении σb1
и сжатии σb2 (отношение пределов
прочности по-прежнему равно α =
= −σb2/σb1). Задача решается с учё-
том гипотезы плоских сечений. При-
мем, что сечение балки имеет две
оси симметрии (Ox и Oy), изгибаю-
щий момент действует в плоскости
yOz. Высота сечения балки по оси
y равна 2R, ширина b = 2R cosϕ,
ϕ— угол между радиусом и осью Ox
(см. рис. 4), длина l удовлетворяет
неравенству l ≫ R.

Как и в п. 1, напряжённо-де-
формированное состояние изогну-
той балки в любой момент времени
определяется осевыми напряжения-
ми σ = σ(y) и осевыми деформациями ползучести p = p(y, t). Мгновенными
упруго-пластическими деформациями по-прежнему пренебрегаем.

В этом случае, как и в п. 1, гипотеза плоских сечений имеет вид

ṗ = χ̇(y − y0), y = R sinϕ, y0 = R sinϕ0. (10)

Введём безразмерные переменные

α = −σb2/σb1, σ̄ = σ/σb1, t̄ = tA;
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M̂ =
1

2R3σb1
M, N̂ =

1

2R2σb1
N, ˆ̇χ =

dχ̂

dt̄
=

R

A

dχ

dt
, ŷ =

y

R
= sinϕ.

При рассмотрении изгиба балок прямоугольного и круглого сечений все урав-
нения (5), (7), (8) совпадают, различие наблюдается только в уравнениях
равновесия:

∫ ϕ0

−π/2
σ̄
−
cos2 ϕdϕ +

∫ π/2

ϕ0

σ̄+ cos2 ϕdϕ = N̂ = 0,

∫ ϕ0

−π/2
σ̄
−
sinϕ cos2 ϕdϕ+

∫ π/2

ϕ0

σ̄+ sinϕ cos2 ϕdϕ = M̂,

(11)

где σ̄+,− выражаются через B(ȳ) по формуле (8), а B(ȳ) с учётом (6), (10) в
безразмерных координатах принимает вид

B =
(dχ̂

dt̄
(sinϕ− sinϕ0)

)2/n
.

Таким образом, в системе (11) величины dχ̂/dt̄ и ϕ0 являются неизвестными.

3. Сравнение решений задач об изгибе балок круглого и квадратного попе-
речного сечения. Проведём сравнение решений задач об изгибе балок кругло-
го и квадратного поперечного сечения (как частный случай прямоугольного
поперечного сечения при b = H) при одном и том же изгибающем моменте
с учётом равенства осевых моментов инерции. Из равенства осевых моментов
инерции следует, что

H4

12
=

πR4

4
.

Отсюда получим соотношение между радиусом R круглого поперечного се-
чения и стороной H квадратного поперечного сечения:

H = (3π)1/4R ≈ 1,752R.

Соотношение размеров круглого и квадратного поперечных сечений балок
показано на рис. 4. Сравнивая выражения для безразмерных изгибающих
моментов в случае квадратного M̄ и круглого M̂ поперечных сечений, полу-
чаем

M̂ ≈ 0,672M̄ .

В п. 1 для задачи изгиба при ползучести балки прямоугольного попереч-
ного сечения был произведен расчёт для M̄ = 0,5. Аналогично выполним
расчёт для балки круглого сечения, нагруженной моментом M̂ = 0,336.

В таблице в столбцах с номерами 2 и 4 приведены результаты решения
системы уравнений (11) при M̄ = 0,5, M̂ = 0,336, α = 1,5 для некоторых зна-
чений n. На рис. 2 штриховыми линиями представлены эпюры распределения
напряжений σ̄ для балки круглого поперечного сечения.

Из рис. 2 видно, что при n = 1 распределение напряжений близко к ли-
нейному. С ростом показателя n наблюдается перераспределение напряжений
к характерному для идеально-пластического материала. Наряду с изменени-
ем эпюр напряжений в зависимости от показателя степени n наблюдается
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смещение нейтральной оси (σ(y0) = 0) от оси симметрии балки за счет раз-
носопротивляемости материала.

На рис. 3 приведены графики зависимости смещения нейтральной оси
ȳ0 от показателя степени n для балок круглого и квадратного поперечных
сечений.

Сравнение эпюр распределения безразмерных напряжений σ̄ при различ-
ных значениях n для балок круглого и прямоугольного поперечных сечений
(при одинаковых осевых моментах инерции) под действием одного и того же
изгибающего момента показало, что величина этих напряжений по абсолют-
ной величине больше для балки круглого поперечного сечения. Это можно
объяснить тем, что вследствие гипотезы плоских сечений выдерживать ос-
новную часть нагрузки должны волокна, наиболее удаленные от плоскости
симметрии, а у балки круглого сечения в этой области ширина меньше.

Из рис. 3 видно, что для любого n смещение нейтральной оси для балки
круглого поперечного сечения меньше.

Легко показать, что в частном случае материала балок с одинаковыми
свойствами (α = 1) в аналогичной задаче чистого изгиба смещения нейтраль-
ной оси не происходит (ȳ0 = 0).

Также необходимо отметить, что используемое дробно-степенное опреде-
ляющее соотношение наиболее адекватно позволяет описывать процесс пол-
зучести, так как оно ограничивает уровень допустимых напряжений преде-
лами кратковременной прочности при растяжении и сжатии.

Заключение. Решены задачи о чистом изгибе балки при ползучести с учё-
том различия свойства материала при растяжении и сжатии. Определяющее
уравнение принято в виде сингулярной дробно-степенной зависимости ско-
рости ползучести от напряжения, мгновенные деформации не принимаются
во внимание. Решения получены для прямоугольного и круглого поперечных
сечений балок. На основании эпюр распределения напряжений по сечению
балок проведено сравнение полученных результатов.

Представленные эпюры напряжений подтверждают гипотезу о смещении
нейтральной оси балки при чистом изгибе в случае разносопротивляющегося
материала.

Показано влияние показателя n в дробно-степенной зависимости на ха-
рактер распределения напряжений.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты № 11–08–01015, 11–08–00007).
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