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Изучается проблема устойчивости нулевого решения одного класса существен-
но нелинейных разностных систем. Доказываются теоремы об устойчивости
по неоднородному приближению. В качестве системы нелинейного приближе-
ния рассматриваются системы треугольного вида. Условия, при которых воз-
мущения не нарушают устойчивости нулевого решения, формулируются в виде
неравенств, устанавливающих связь между порядками возмущений и порядка-
ми однородности функций, входящих в систему нелинейного приближения.

Ключевые слова: разностная система, функция Ляпунова, асимптотическая
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Введение. При построении математической модели реального процесса
важной проблемой является устойчивость. Один из основных способов ис-
следования устойчивости для нелинейных систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений предложил еще А.М. Ляпунов [1]. В этом способе устой-
чивость нулевого решения нелинейной системы сводится к устойчивости ли-
нейного приближения исследуемой системы и условий, накладываемых на
нелинейную часть. Данный подход получил развитие в трудах И. Г. Малкина,
Н.Н. Красовского, В.И. Зубова [2–4], где были доказаны теоремы об устой-
чивости по нелинейному приближению, и в качестве первого приближения
рассматривались системы с однородными правыми частями. Также В.И. Зу-
бовым были установлены критерии устойчивости по обобщенно-однородному
приближению [5]. Многие из полученных подходов были распространены на
дискретные системы. Результаты в данной области представлены в работах
А. Халанай, Д. Векслер, М.А. Скалкиной и многих других авторов (см. [6–8]
и цитируемую там литературу).

В настоящей работе изучается проблема устойчивости нулевого решения
одного класса существенно нелинейных разностных систем. В качестве си-
стем нелинейного приближения рассматриваются системы треугольного ви-
да. С помощью дискретного аналога прямого метода Ляпунова доказываются
теоремы об устойчивости по нелинейному приближению. Показывается, что
для некоторых классов систем полученные условия можно ослабить.

Постановка задачи. Пусть задана система разностных уравнений

x(k + 1) = x(k) + f(x(k)), (1)

где x(k) = (x1(k), x2(k) . . ., xn(k))
⊤, k = 0, 1, . . ., компоненты вектора f(z)

являются непрерывно дифференцируемыми при всех z ∈ E
n однородными
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функциями порядка µ > 1. Таким образом, система (1) имеет нулевое реше-
ние.

Наряду с системой (1) рассмотрим возмущенную систему

x(k + 1) = x(k) + f(x(k)) + r(k, x(k)). (2)

Будем считать, что векторная функция r(k, z) при k = 0, 1, . . . непрерывна в
области ‖z‖ < H, причём для любого k на указанном множестве справедлива
оценка ‖r(k, z)‖ 6 L ‖z‖σ . Здесь H, L, σ — положительные постоянные, ‖ · ‖—
евклидова норма вектора.

Пусть нулевое решение однородной системы дифференциальных уравне-
ний

ż = f(z)

асимптотически устойчиво. Известно [8, с. 62], что тогда нулевое решение си-
стемы (1) тоже асимптотически устойчиво. В соответствии с критерием устой-
чивости по нелинейному приближению [8, с. 70] получаем, что при выполне-
нии неравенства σ > µ нулевое решение системы (2) также асимптотически
устойчиво. Следовательно, возмущения не нарушают асимптотической устой-
чивости, если их порядок превышает порядок однородности функции f(z).

Предположим теперь, что в правых частях уравнений нелинейного при-
ближения, кроме однородных членов порядка µ, присутствуют слагаемые
меньшего порядка, т. е. вместо системы (1) рассмотрим систему

x(k + 1) = x(k) + f(x(k)) + q(x(k)). (3)

Здесь векторная функция q(z) непрерывна при ‖z‖ < H и удовлетворяет
неравенству ‖q(z)‖ 6 M‖z‖λ, M > 0, 0 < λ < µ.

Снова считаем, что нулевое решение рассматриваемой системы асимпто-
тически устойчиво. Покажем, что выполнения прежнего условия σ > µ уже,
вообще говоря, недостаточно для того, чтобы возмущенная система

x(k + 1) = x(k) + f(x(k)) + q(x(k)) + r(k, x(k))

имела асимптотически устойчивое нулевое решение.
Пример 1. Рассмотрим систему

{
x1(k + 1) = x1(k)− xµ1 (k) + xα1 (k)x

β
2 (k),

x2(k + 1) = x2(k)− xµ2 (k).
(4)

Здесь x1(k), x2(k) ∈ R при k = 0, 1, . . ., µ— рациональное число с нечётными
числителем и знаменателем, µ > 1, α и β — рациональные числа с нечётными
знаменателями, α > 0, β > 0, α+ β < µ.

Несложно убедиться, что функция Ляпунова V (z1, z2) = zγ1−µ+1
1 +zγ2−µ+1

2 ,
где γ1, γ2 — рациональные числа с нечётными знаменателями и чётными чис-
лителями, γ1 > µ, γ2 > µ и γ1/γ2 > (µ − α)/β, удовлетворяет всем условиям
дискретного аналога теоремы Ляпунова об асимптотической устойчивости [8],
т. е. нулевое решение системы (4) является асимптотически устойчивым.

Рассмотрим теперь возмущенную систему

x1(k + 1) = x1(k)− xµ1 (k) + xα1 (k)x
β
2 (k),
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x2(k + 1) = x2(k)− xµ2 (k) + xσ1 (k), (5)

где σ — положительное рациональное число с нечётным знаменателем.
Исследуем поведение решений системы в неотрицательном квадранте.

Нетрудно показать, что существует такое H > 0, что на множестве G =

= {z = (z1, z2)
⊤ : z > 0, ‖z‖ < H} векторная функция g(z) = (z1 − zµ1 + zα1 z

β
2 ,

z2 − zµ2 + zσ1 )
⊤ является неубывающей, т. е. для любых z, z ∈ G, из z > z

следует g(z) > g(z). Известно [9], что в области G будет выполняться упоря-
доченность решений по начальным данным (если x > x и решения x(k, k0, x),
x(k, k0, x) ∈ G при k = k0, . . . , k, то x(k, k0, x) > x(k, k0, x) > 0 для всех
k = k0, . . . , k).

Рассмотрим множество M+ = {z ∈ G : v(z) > 0}, где v(z) = g(z) − z, т. е.

v(z) = (−zµ1 + zα1 z
β
2 ,−zµ2 + zσ1 )

⊤. Нетрудно заметить, что если x(k, k0, x0) ∈ G
при k = k0, . . . , k1, x0 ∈ M+, то x(k, k0, x0) ∈ M+ для всех k = k0, . . . , k1.
Действительно, так как из v(x0) > 0 следует g(x0) > x0, в силу упорядочен-
ности решений системы имеем x(k, k0, x0) 6 x(k, k0, g(x0)) = g(x(k, k0, x0))
для всех k = k0, . . . , k1, т. е. решения, выходящие из точек x0 ∈ M+, остаются
в множестве M+ и тем самым являются неубывающими.

Следовательно, если существует последовательность точек x(m) ∈ G та-
кая, что x(m) → 0 при m → +∞, x(m) 6= 0, v(x(m)) > 0, то нулевое решение
системы не является асимптотически устойчивым.

Пусть
σ 6 µ(µ− α)/β. (6)

Тогда для любого δ > 0 найдутся числа θ1 и θ2, 0 < θ1 < δ, 0 < θ2 < δ такие,

что −θµ1 + θα1 θ
β
2 > 0, −θµ2 + θσ1 > 0.

Таким образом, множество M+ является непустым, и можно выделить
последовательность точек x(m) ∈ M+ такую, что x(m) → 0 при m → +∞,
x(m) 6= 0. Получаем, что при выполнении неравенства (6) нулевое решение
системы (5) не может быть асимптотически устойчивым. В частности, если
µ = 3, α = β = 1, то условие (6) принимает вид σ 6 6. Значит, при σ = 4
нулевое решение системы (5) не является асимптотически устойчивым.

Рассмотренный пример показывает, что без конкретизации вида правой
части системы (3) нельзя указать оценку порядка возмущений, зависящую
только от значений µ и λ и гарантирующую сохранение асимптотической
устойчивости нулевого решения.

В настоящей статье будем предполагать, что система нелинейного при-
ближения (3) является треугольной. Определим условия асимптотической
устойчивости нулевого решения для возмущенных систем, а также рассмот-
рим классы систем, для которых возможно уточнение этих условий.

Устойчивость по нелинейному треугольному приближению. Рассмотрим
систему разностных уравнений

x1(k + 1) = x1(k) + f1(x1(k)) + q(x(k)),

x2(k + 1) = x2(k) + f2(x2(k)),
(7)

где x1(k) ∈ E
n1 , x2(k) ∈ E

n2 , n1 + n2 = n, x(k) = (x1(k), x2(k))
⊤, эле-

менты векторов f1(z1) и f2(z2)— непрерывно дифференцируемые однород-
ные функции порядка µ > 1, z1 ∈ E

n1 , z2 ∈ E
n2 , z = (z1, z2)

⊤, векторная
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функция q(z) непрерывна в области ‖z‖ < H и удовлетворяет неравенству
‖q(z)‖ 6 M‖z1‖

α‖z2‖
β, H > 0, M > 0, α > 0, β > 0, α + β < µ. Система (7)

относится к классу так называемых треугольных систем [10].
Будем считать, что нулевые решения однородных систем дифференциаль-

ных уравнений
żs = fs(zs), s = 1, 2, (8)

асимптотически устойчивы.
Так как системы (8) являются асимптотически устойчивыми, существуют

положительно-определенные непрерывно дифференцируемые функции Ля-
пунова V1(z1) и V2(z2), однородные, порядка γ1 − µ + 1 и γ2 − µ+ 1 соот-
ветственно, где γ1 и γ2 — любые рациональные числа, большие µ, с чётными
числителями и нечётными знаменателями, причём f∗

s (zs)(∂Vs/∂zs)(zs)— от-
рицательно-определенные функции, s = 1, 2 [4].

Согласно теореме 7.1 [8, с. 87] система (7) также имеет асимптотически
устойчивое нулевое решение.

Рассмотрим теперь возмущенную систему

x1(k + 1) = x1(k) + f1(x1(k)) + q(x(k)) + r1(k, x(k)),

x2(k + 1) = x2(k) + f2(x2(k)) + r2(k, x(k)).
(9)

Здесь векторные функции r1(k, z) и r2(k, z) при k = 0, 1, . . . непрерывны в
области ‖z‖ < H и удовлетворяют условиям

‖rs(k, z)‖ 6 Ls‖z‖
σ , (10)

σ > 1, Ls > 0, s = 1, 2.

Теорема 1. Если выполнено неравенство

σ > µ(µ− α)/β, (11)

то нулевое решение системы (9) асимптотически устойчиво.

Док а з ат е л ь ств о. Для системы (9) функцию Ляпунова строим в ви-
де V (z) = V1(z1) + V2(z2), где V1(z1) и V2(z2)— положительно-определенные
непрерывно дифференцируемые однородные порядка γ1−µ+1 и γ2 − µ+ 1 со-
ответственно функции Ляпунова, γ1 и γ2 — любые рациональные числа боль-
шие µ с чётными числителями и нечётными знаменателями. Существует
H̃ > 0 такое, что при k > 0, ‖x(k)‖ < H̃ получаем

∆V =
(
V1

(
x1(k) + f1(x1(k)) + q(x(k))

)
− V1

(
x1(k)

))
+

+ r∗1(k, x(k))
∂V1

∂z1

(
x1(k) + f1(x1(k)) + q(x(k)) + θ1kr1(k, x(k))

)
+

+
(
V2

(
x2(k + 1) + f2(x2(k))

)
− V2

(
x2(k)

))
+

+ r∗2(k, x(k))
∂V2

∂z2

(
x2(k) + f2(x2(k)) + θ2kr2(k, x(k))

)
6

6 −a1(‖x1(k)‖
γ1 + ‖x2(k)‖

γ2) + a2

(
‖x1(k)‖

γ1−µ+α‖x2(k)‖
β+
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+ (‖x1(k)‖
α‖x2(k)‖

β)γ1−µ+1 + ‖x1(k)‖
γ1−µ+σ+

+ ‖x1(k)‖
γ1−µ‖x2(k)‖

σ + (‖x1(k)‖
α‖x2(k)‖

β)γ1−µ(‖x1(k)‖
σ + ‖x2(k)‖

σ)+

+ ‖x1(k)‖
σ(γ1−µ+1) + ‖x2(k)‖

σ(γ1−µ+1)+

+‖x1(k)‖
σ‖x2(k)‖

γ2−µ+‖x2(k)‖
γ2−µ+σ+‖x1(k)‖

σ(γ2−µ+1)+‖x2(k)‖
σ(γ2−µ+1)

)
,

где a1, a2 — положительные постоянные, θsk ∈ (0, 1), s = 1, 2.
Для существования окрестности положения z = 0, в которой ∆V будет

отрицательно-определенной, достаточно [5], чтобы выполнялись следующие
неравенства:

γ1 − µ+ α

γ1
+

β

γ2
> 1,

α(γ1 − µ+ 1)

γ1
+

β(γ1 − µ+ 1)

γ2
> 1,

γ1 − µ+ σ

γ1
> 1,

γ1 − µ

γ1
+

σ

γ2
>1,

(γ1 − µ)α+ σ

γ1
+

(γ1 − µ)β

γ2
>1,

(γ1 − µ)α

γ1
+

(γ1 − µ)β + σ

γ2
>1,

(γ1 − µ+ 1)σ

γ1
> 1,

(γ1 − µ+ 1)σ

γ2
> 1,

σ

γ1
+

(γ2 − µ)

γ2
> 1, (12)

γ2 − µ+ σ

γ2
> 1,

σ(γ2 − µ+ 1)

γ1
> 1,

σ(γ2 − µ+ 1)

γ2
> 1.

Исключая избыточные неравенства, приходим к следующим ограничениям:

γ1/γ2 > (µ − α)/β, γ1/γ2 < σ/µ. (13)

Данные условия получаются из первого и девятого неравенств системы (12)
соответственно. Все остальные неравенства системы (12) не вносят дополни-
тельных ограничений на параметры γ1, γ2.

Множество допустимых значений параметров γ1, γ2 не является пустым,
если выполнено условие (11).

Выберем γ1, γ2, удовлетворяющие неравенствам (13). Тогда для достаточ-
но малых значений ‖x(k)‖ и при всех k > 0 будет справедлива оценка

∆V 6 −c1 (‖x1(k)‖
γ1 + ‖x2(k)‖

γ2) ,

где c1 — положительная постоянная. Таким образом, функция V (z) удовле-
творяет требованиям дискретного аналога теоремы Ляпунова об асимптоти-
ческой устойчивости [8]. �

Замечание 1. Пример 1 показывает, что сформулированное в теореме 1
достаточное условие асимптотической устойчивости в определённом смысле
является и необходимым. Действительно, если при рассматриваемых значе-
ниях параметров µ, α, β и σ неравенство (11) не выполнено, то можно по-
строить систему вида (9), нулевое решение которой не будет асимптотически
устойчивым.

Пример 2. Пусть задано твёрдое тело, вращающееся вокруг неподвижной
точки O, расположенной в его центре инерции. Свяжем с телом оси коор-
динат Oξηζ, которые являются главными центральными осями этого тела.
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Уравнения вращательного движения тела под действием управляющего мо-
мента M имеют вид Θ ω̇+ω×Θω = M, где ω = (ω1, ω2, ω3)

⊤ — вектор угловой
скорости; Θ = diag{A1, A2, A3}— тензор инерции тела; A1, A2, A3 — главные
центральные моменты инерции [11, c. 413–419].

Будем считать, что первые два главных центральных момента инерции
тела равны друг другу (A1 = A2), а управляющий момент определяется по

формуле M =
(
p11ω

3
1 + p12ω

3
2, p21ω

3
1 + p22ω

3
2, p33ω

3
3

)⊤
, где pii < 0, i = 1, 2, 3,

p12p21 6 0. Тогда соответствующая система разностных уравнений примет
следующий вид:

A1 x1(k + 1) = A1 x1(k) + h
(
p11x

3
1(k) + p12x

3
2(k)− (A3 −A1)x2(k)x3(k)

)
,

A1 x2(k + 1) = A1 x2(k) + h
(
p21x

3
1(k) + p22x

3
2(k)− (A1 −A3)x1(k)x3(k)

)
,

A3 x3(k + 1) = A3 x3(k) + hp33x
3
3(k).

Эта система представляет собой частный случай системы (7) (здесь µ = 3,
α = β = 1). Следовательно, нулевое решение системы асимптотически устой-
чиво.

Рассмотрим теперь возмущенную систему

A1x1(k+1)=A1x1(k)+h
(
p11x

3
1(k)+p12x

3
2(k)−(A3−A1)x2(k)x3(k)

)
+r1(k, x(k)),

A1x2(k+1) = A1x2(k)+h
(
p21x

3
1(k)+p22x

3
2(k)−(A1−A3)x1(k)x3(k)

)
+r2(k, x(k)),

A3x3(k+1) = A3x3(k)+hp33x
3
3(k)+r3(k, x(k)),

где x(k) = (x1(k), x2(k), x3(k))
⊤, функции ri(k, z) при k = 0, 1, . . . непре-

рывны в области ‖z‖ < H (H = const > 0) и удовлетворяют условиям
|ri(k, z)| 6 Ni‖z‖

σ , σ > 0, Ni > 0, i = 1, 2, 3, z ∈ E
3.

Применяя теорему 1, получаем, что если σ > 6, то нулевое решение си-
стемы x(k) ≡ 0 возмущенной системы асимптотически устойчиво.

Следствие. Пусть векторные функции r1(k, z) и r2(k, z) при k = 0, 1, . . .
непрерывны в области ‖z‖ < H и удовлетворяют неравенствам

‖rs(k, z)‖ 6 Ls‖z1‖
δs1 ‖z2‖

δs2 ,

где Ls > 0, δs1 > 0, δs2 > 0, δs1 + δs2 = σ > 0, s = 1, 2. Тогда при

σ >
(
µ(µ− α)− δ22(µ− α− β)

)
/β

нулевое решение системы (9) асимптотически устойчиво.

Покажем, что способ исследования устойчивости нелинейных разностных
систем по неоднородному треугольному приближению можно использовать и
в случае, когда изолированные подсистемы (8) имеют разные порядки одно-
родности.

Пусть в системе (9) компоненты векторов f1(z1) и f2(z2) являются непре-
рывно дифференцируемыми однородными функциями порядка µ1 и µ2 со-
ответственно, µ1 > 1, µ2 > 1; для непрерывной векторной функции q(z) при
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‖z‖ < H справедлива оценка ‖q(z)‖ 6 M‖z1‖
α‖z2‖

β , где H > 0, M > 0, α > 0,
β > 0, а векторная функция r2(k, z) при k = 0, 1, . . . непрерывна в области
‖z‖ < H и удовлетворяет неравенству ‖r2(k, z)‖ 6 L2‖z1‖

δ21 ‖z2‖
δ22 , L2 > 0,

δ21 > 0, δ22 > 0. Для простоты будем считать, что r1(k, z) ≡ 0.
Заметим, что если α > µ1, то нулевое решение системы (9) асимптотиче-

ски устойчиво. Для доказательства этого следует выбирать функцию Ляпу-
нова в виде V (z) = V1(z1) + V2(z2), где V1(z1) и V2(z2)— положительно-опре-
деленные непрерывно дифференцируемые однородные порядка γ1 − µ1 + 1 и
γ2 − µ2 + 1 соответственно функции Ляпунова, γ1, γ2 — рациональные чис-
ла с нечётными знаменателями и чётными числителями, γ1 > µ1, γ2 > µ2,
γ1/γ2 < δ21/(µ2− δ22), причём f∗

s (zs)(∂Vs/∂zs)(zs)— отрицательно-определен-
ные функции, s = 1, 2 [4]. Получаем, что для функции Ляпунова V (z) выпол-
нены все условия дискретного аналога теоремы Ляпунова об асимптотической
устойчивости [8]. Поэтому предположим, что α < µ1.

Теорема 2. При выполнении неравенства βδ21 > (µ1−α)(µ2−δ22) нулевое
решение системы (9) асимптотически устойчиво.

Док а з ат е л ь ств о теоремы 2 проводится аналогично доказательству
теоремы 1.

Заметим, что теоремы 1 и 2 будут справедливы и в случае, когда в системе
(9) векторная функция q зависит не только от z, но и от целочисленного
аргумента (q = q(k, z)), при k = 0, 1, . . . непрерывна в области ‖z‖ < H
и удовлетворяет неравенству ‖q(k, z)‖ 6 M‖z1‖

α ‖z2‖
β , где M > 0, α > 0,

β > 0, α+ β < µ.
Покажем далее, что для некоторых типов функций q(k, z) асимптотиче-

ская устойчивость нулевого решения сохраняется при менее жестких ограни-
чениях на порядок возмущений по сравнению с условием (11).

Пусть q(k, z) = B(k)g(z2), где матрица B(k) ограничена при k > 0, ком-
поненты вектора g(z2) являются непрерывно дифференцируемыми однород-
ными функциями порядка β, 1 < β < µ. Тогда возмущенная система имеет
вид

x1(k + 1) = x1(k) + f1(x1(k)) +B(k)g(x2(k)) + r1(k, x(k)),

x2(k + 1) = x2(k) + f2(x2(k)) + r2(k, x(k)).
(14)

Здесь f1(z1) и f2(z2)— непрерывно дифференцируемые однородные функции
порядка µ > 1, векторные функции r1(k, z) и r2(k, z) при k = 0, 1, . . . непре-
рывны в области ‖z‖ < H и удовлетворяют неравенствам (10). Снова считаем,
что нулевые решения систем (8) асимптотически устойчивы.

В данном случае условие (11), при выполнении которого возмущения не
нарушают асимптотическую устойчивость нулевого решения, принимает вид
σ > µ2/β.

Положим C(0) = 0, C(k) =
∑k−1

m=0 B(m) при k = 1, 2, . . .. Пусть матрица
C(k) ограничена для любого k = 0, 1, . . .. В частности, элементы матрицы
B(k) могут представлять собой периодические последовательности с нулевы-
ми средними значениями. Тогда полученное ограничение на порядок возму-
щений можно ослабить с помощью предложенного в [12] способа построения
неавтономных функций Ляпунова для существенно нелинейных систем.

Теорема 3. При выполнении неравенства σ > µ max{1; (µ + 1)/(2β)}
нулевое решение системы (14) асимптотически устойчиво.
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Док а з ат е л ь ств о. Известно [13], что из асимптотической устойчиво-
сти нулевых решений изолированных подсистем (8) следует существование
дважды непрерывно дифференцируемых однородных порядка γ1 − µ + 1 и
γ2 − µ + 1 соответственно функций Ляпунова V1(z1) и V2(z2), удовлетворя-
ющих требованиям дискретного аналога теоремы Ляпунова об асимптотиче-
ской устойчивости. В качестве γ1 и γ2 можно выбирать любые рациональные
числа, большие µ+ 1, с чётными числителями и нечётными знаменателями.

Для системы (14) функцию Ляпунова выбираем в виде

Ṽ (k, z) = V1(z1) + V2(z2)−

(
∂V1

∂z1

)⊤

C(k)g(z2).

В этом случае найдётся H̆ > 0 такое, что при k > 0, ‖x(k)‖ < H̆ имеем

∆V 6 −b1 (‖x1(k)‖
γ1 + ‖x2(k)‖

γ2)+b2

(
‖x1(k)‖

γ1−µ+σ+‖x1(k)‖
γ1−µ‖x2(k)‖

σ+

+ ‖x1(k)‖
γ1+µ−1 + ‖x1(k)‖

γ1−µ−1‖x2(k)‖
2β + ‖x1(k)‖

γ1−µ−1(‖x1(k)‖
2σ+

+‖x2(k)‖
2σ)++‖x1(k)‖

2µ‖x2(k)‖
β(γ1−µ−1)+‖x2(k)‖

β(γ1−µ+1)+‖x2(k)‖
β(γ1−µ−1)×

×(‖x1(k)‖
2σ+‖x2(k)‖

2σ)+(‖x1(k)‖
2µ+‖x2(k)‖

2β)(‖x1(k)‖
σ+‖x2(k)‖

σ)γ1−µ−1+

+ (‖x1(k)‖
σ + ‖x2(k)‖

σ)γ1−µ+1
)
+ b3

(
‖x2(k)‖

γ2−µ(‖x1(k)‖
σ + ‖x2(k)‖

σ)+

+ (‖x1(k)‖
σ + ‖x2(k)‖

σ)γ2−µ+1
)
+ b4

(
‖x1(k)‖

γ1−µ‖x2(k)‖
β−1+µ+

+ ‖x1(k)‖
γ1−µ+σ‖x2(k)‖

β−1 + ‖x1(k)‖
γ1−µ‖x2(k)‖

β−1+σ+

+‖x1(k)‖
γ1−µ+σ(β−1)‖x2(k)‖

µ+‖x1(k)‖
γ1−µ‖x2(k)‖

σ(β−1)+µ+‖x1(k)‖
γ1−µ+σβ+

+ ‖x1(k)‖
γ1−µ‖x2(k)‖

σβ
)
+ b5

((
‖x2(k)‖

β + (‖x1(k)‖
σ+

+ ‖x2(k)‖
σ)β

)
(‖x1(k)‖

γ1−1 + ‖x1(k)‖
γ1−µ−1‖x2(k)‖

β+

+ ‖x1(k)‖
γ1−µ−1(‖x1(k)‖

σ + ‖x2(k)‖
σ) + ‖x1(k)‖

µ‖x2(k)‖
β(γ1−µ−1)+

+ ‖x2(k)‖
β(γ1−µ) + ‖x1(k)‖

σ‖x2(k)‖
β(γ1−µ−1) + ‖x2(k)‖

β(γ1−µ−1)+σ+

+(‖x1(k)‖
σ+‖x2(k)‖

σ)γ1−µ−1(‖x1(k)‖
µ+‖x2(k)‖

β)+(‖x1(k)‖
σ+‖x2(k)‖

σ)γ1−µ
)
.

Если параметры γ1 и γ2 удовлетворяют соотношениям

γ1
γ2

>
µ+ 1

2β
,

γ1
γ2

>
µ

σ
,

γ1
γ2

<
σ

µ
, (15)

то для достаточно малых значений ‖x(k)‖ и при всех k > 0 будут справедливы
оценки

c̃1
(
‖x1(k)‖

γ1−µ+1 + ‖x2(k)‖
γ2−µ+1

)
6 Ṽ (k, x(k)) 6

6 c̃2
(
‖x1(k)‖

γ1−µ+1 + ‖x2(k)‖
γ2−µ+1

)
,

∆Ṽ 6 −c̃3 (‖x1(k)‖
γ1 + ‖x2(k)‖

γ2) ,
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где c̃1, c̃2, c̃3 — положительные постоянные.
Множество значений параметров γ1, γ2, удовлетворяющих соотношениям

(15), не является пустым, если выполнено условие теоремы.

Таким образом, функция Ṽ (k, z) удовлетворяет требованиям дискретного
аналога теоремы Ляпунова об асимптотической устойчивости [8]. �

Замечание 2. Полученные в теоремах 1, 2, 3 и следствии 1 условия на
возмущения для дискретных систем совпадают с условиями, установленными
в работе [14] для непрерывных систем.

Известно [15], что если рассматриваемая функция представляет собой
сумму, в которой имеются слагаемые, принимающие в достаточно малой
окрестности начала координат неположительные значения, то при исследова-
нии такой функции на отрицательную определенность указанные слагаемые
можно использовать для ослабления ограничений, накладываемых на дру-
гие слагаемые. Покажем теперь, что для некоторых классов систем примене-
ние данного подхода позволяет уточнить установленные в теореме 1 условия
асимптотической устойчивости по нелинейному треугольному приближению.

Снова рассмотрим систему (9). Будем считать, что элементы векторов
f1(z1) и f2(z2)— непрерывно дифференцируемые при z1 ∈ E

n1 , z2 ∈ E
n2

однородные функции порядка µ > 1, вектор-функция q(z) непрерывна при
‖z‖ < H, возмущения r1(k, z) и r2(k, z) при k = 0, 1, . . . непрерывны в области
‖z‖ < H и удовлетворяют неравенствам ‖r1(k, z)‖ 6 L1 ‖z2‖

σ1 , ‖r2(k, z)‖ 6

6 L2 ‖z1‖
σ2 , L1, L2, σ1, σ2 — положительные постоянные.

Пусть нулевые решения изолированных подсистем (8) асимптотически
устойчивы. Известно [13], что из асимптотической устойчивости нулевых ре-
шений изолированных подсистем (8) следует существование дважды непре-
рывно дифференцируемых однородных порядка γ1−µ+1 и γ2−µ+1 соответ-
ственно функций Ляпунова V1(z1) и V2(z2), удовлетворяющих требованиям
дискретного аналога теоремы Ляпунова об асимптотической устойчивости,
γ1 и γ2 — любые рациональные числа, бо́льшие µ+1, с чётными числителями
и нечётными знаменателями. Для системы (9) функцию Ляпунова строим в
виде V (z) = V1(z1) + V2(z2).

Предположим, что функцию V1(z1) можно выбрать так, чтобы при ‖z‖<H
имела место оценка

(
∂V1

∂z1

(
z1)

))⊤

q(z) 6 −ã‖z1‖
γ1−µ+α‖z2‖

β .

Здесь ã > 0, α > 0, β > 0. Тогда найдётся Ĥ > 0 такое, что при k > 0,
‖x(k)‖ < Ĥ справедливо соотношение

∆V 6 −c1 (‖x1(k)‖
γ1 + ‖x2(k)‖

γ2)− c‖x1(k)‖
γ1−µ+α‖x2(k)‖

β+

+ c2

(
‖x1(k)‖

γ1−µ‖x2(k)‖
σ1 + ‖x1(k)‖

γ1+µ−1+

+ ‖x1(k)‖
α(γ1−µ−1)+2µ‖x2(k)‖

β(γ1−µ−1) + ‖x1(k)‖
2µ‖x2(k)‖

σ1(γ1−µ−1)+

+ ‖x1(k)‖
γ1−µ−1+2α‖x2(k)‖

2β + (‖x1(k)‖
α‖x2(k)‖

β)γ1−µ+1+

+ ‖x1(k)‖
2α‖x2(k)‖

σ1(γ1−µ−1)+2β + ‖x1(k)‖
γ1−µ−1‖x2(k)‖

2σ1+
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+ ‖x2(k)‖
σ1(γ1−µ+1) + ‖x1(k)‖

α(γ1−µ−1)‖x2(k)‖
β(γ1−µ−1)+2σ1+

+ ‖x1(k)‖
σ2‖x2(k)‖

γ2−µ + ‖x1(k)‖
σ2(γ2−µ+1)

)
,

где c1, c, c2 — неотрицательные постоянные величины, θsk ∈ (0, 1), s = 1, 2.
Выражение −c‖x1(k)‖

γ1−µ+α‖x2(k)‖
β неположительно. Поэтому при на-

хождении условий отрицательной определенности ∆V его можно не учиты-
вать. Если отбросить данное слагаемое, получим, что для существования
окрестности положения z = 0, в которой ∆V будет отрицательно-опреде-
ленной, достаточно, чтобы выполнялись следующие неравенства:

γ1
γ2

>
µ

σ1
,

γ1
γ2

>
µ+ 1− 2α

2β
,

γ1
γ2

<
σ2
µ
, γ2 >

σ2(µ− 1)

σ2
.

Данные соотношения берутся из ограничений, накладываемых на положи-
тельные слагаемые в полученной оценке для приращения функции Ляпунова
на решениях системы (9).

Следовательно, если справедливо неравенство

max
{µ+ 1− 2α

2β
;
µ

σ1

}
<

σ2

µ
,

то нулевое решение системы (9) асимптотически устойчиво.
Пусть имеет место соотношение

γ1 − µ+ α

γ1
+

β

γ2
< 1.

Тогда, применяя лемму 1.2 (см. [15, с. 9]), получаем, что при σ1 > µβ/(µ−α) с
помощью указанного слагаемого можно ослабить найденные ограничения на
значения параметра σ2. Нетрудно показать, что в данном случае асимптоти-
ческая устойчивость имеет место при σ2 > max{αµ(σ1 − β)−1;µ(1− α)β−1}.
Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Для асимптотической устойчивости нулевого решения си-
стемы (9) достаточно, чтобы при α < 1 параметр σ2 удовлетворял усло-
виям

σ2 >





µ2/σ1 при σ1 6 µβ/(µ− α),

αµ/(σ1 − β) при µβ/(µ − α) < σ1 < β/(1 − α),

µ(1− α)/β при σ1 > β/(1− α),

а при α > 1— условиям

σ2 >

{
µ2/σ1 при σ1 6 µβ/(µ − α),

αµ/(σ1 − β) при σ1 > µβ/(µ − α).

Замечание 3. В случае α < 1 полученное в теореме 4 условие на воз-
мущение для дискретных систем является более жестким по сравнению с
условием, установленным в работе [14] для непрерывного случая. Это свя-
зано с тем, что при построении оценки приращения функции Ляпунова на
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решениях системы в дискретном случае, в отличие от непрерывного, появля-
ются дополнительные слагаемые, которые накладывают свои ограничения.

Замечание 4. Рассмотренные в статье способы уточнения условий асимп-
тотической устойчивости по нелинейному неоднородному приближению при-
менимы и при более общих предположениях относительно правых частей си-
стемы (7). Например, векторные функции f1(z1) и f2(z2) могут быть одно-
родными разного порядка или обобщенно-однородными, а возмущения могут
удовлетворять условиям

‖r1(k, z)‖ 6 L1‖z1‖
δ11‖z2‖

δ12 , ‖r2(k, z)‖ 6 L2‖z1‖
δ21‖z2‖

δ22 ,

где Li > 0, δij > 0, δi1 + δi2 > 0, i, j = 1, 2.
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