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Предложена итерационная модель, описывающая механическое поведение ме-
таллокомпозитных сред, перекрёстно армированных в пространстве, материа-
лы компонентов которых работают в условиях установившейся анизотропной
ползучести. Проведён сравнительный анализ расчётов, выполненных по разным
структурным моделям механического поведения перекрестно армированных в
плоскости и в пространстве металлокомпозитов в условиях установившейся
ползучести.
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Введение. В последнее время особое внимание к себе привлекают компози-
ционные материалы с пространственным расположением арматуры [1, 2 и др.].
Эффективность пространственного расположения арматуры определяется не
только возможностью ликвидировать такой недостаток слоистых композитов
как опасность расслоения вследствие слабого сопротивления межслойному
сдвигу и поперечному отрыву, но и возможностью локализовать в пределах
нескольких пространственных ячеек распространение трещин. Этим резко
повышается несущая способность материала в толстостенных конструкци-
ях, особенно в зонах приложения локализованных нагрузок и концентрато-
ров напряжений при интенсивных термосиловых воздействиях, характерных
для современных технических устройств [1]. При наличии таких воздействий
конструкцию целесообразно изготавливать из металлокомпозитов, которые
находят все более широкое применение на практике.

Известно, что при длительном термосиловом нагружении металлокон-
струкции большую часть времени эксплуатации работают в условиях устано-
вившейся ползучести [3], поэтому актуальной является проблема математи-
ческого моделирования процессов ползучести в армированных металлоком-
позитах. На сегодняшний день эта проблема находится, по сути, в зачаточном
состоянии. Так, в работе [4] рассмотрена установившаяся ползучесть метал-
локомпозитов слоистой структуры; в [5] предложена модель ползучести од-
нонаправленно армированного композита, но такие виды армирования редко
встречаются на практике (как правило, в стержневых элементах конструк-
ций); в [6] разработана модель механического поведения в условиях устано-
вившейся ползучести перекрестно армированного в плоскости металлокомпо-
зитного слоя с одномерным напряжённым состоянием в армирующих элемен-
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тах, в рамках которой не учитываются напряжения в поперечном направле-
нии в арматуре (как нормальные, так и касательные). Последнее обстоятель-
ство как бы моделирует неидеальное сцепление арматуры со связующим, что
нередко наблюдается на практике при перекрестном армировании. Совре-
менные же технологии позволяют создавать композиционные материалы с
хорошей адгезией [5], близкой к идеальному механическому сцеплению.

Все указанные модели [4–6] базируются на предположении об изотропии
материалов компонентов композиции. Однако известно, что при испытани-
ях на ползучесть анизотропия проявляется больше, чем при любом другом
виде механических испытаний [3]. Анизотропия характеристик ползучести
может быть не только связана с исходным состоянием материала, но и по-
рождена кратковременными пластическими деформациями, возникающими
при нагружении и предшествующими ползучести, а также может возникнуть
на первой стадии ползучести, сопутствуя упрочнению.

В связи с указанными обстоятельствами настоящее исследование посвя-
щено разработке модели механического поведения пространственно-армиро-
ванных металлокомпозитов, работающих в условиях установившейся ползу-
чести всех фазовых материалов, которые предполагаются анизотропными и
в которых учитываются все компоненты напряжённого состояния.

1. Итерационная модель пространственно-армированного металлокомпо-
зита, работающего в условиях установившейся анизотропной ползучести. Так
как наличие арматуры с существенно разными механическими характеристи-
ками значительно расширяет диапазон свойств композиционных материалов
с пространственной схемой армирования [1], в глобальной декартовой системе
координат (x1, x2, x3) рассмотрим гибридный металлокомпозит, армирован-
ный в произвольных направлениях K семействами прямолинейных волокон
(проволок) с относительным объёмным содержанием — плотностями (интен-
сивностями) армирования ωk, 1 6 k 6 K. Относительное объёмное содержа-
ние связующего материала обозначим через ω0, тогда имеет место условие
нормировки

ω0 +
∑

k

ωk = 1, ω0 > 0, ωk > 0, 1 6 k 6 K. (1)

Здесь и далее суммирование осуществляется по указанному индексу от 1 до
K, если не проставлены пределы.

Кроме условия нормировки (1) должны выполняться и физические усло-
вия взаимного непроникновения материалов различных компонентов компо-
зиции. Эти условия накладывают определенные ограничения на предельно
допустимые значения суммарных плотностей армирования (на значения сум-
мы в (1)) при плотной упаковке армирующих элементов. Так, в [1] приведены
указанные предельные значения для некоторых структур пространственного
армирования композитной среды, которые меньше единицы. Далее в настоя-
щем исследовании предполагается, что эти ограничения на значения суммар-
ных плотностей армирования выполняются. При построении модели механи-
ческого поведения рассматриваемого металлокомпозита знание конкретных
чисел ωk необязательно, важным является выполнение условия нормиров-
ки (1).
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Рис. 1. Локальная система координат,
связанная с арматурой k-того семейства

С каждым k-тым семейством арма-
туры свяжем свою локальную ортого-

нальную систему координат (x
(k)
1 , x

(k)
2 ,

x
(k)
3 , 1 6 k 6 K) так, чтобы ось x

(k)
1 сов-

падала с направлением траекторий ар-

мирования этого семейства, а оси x
(k)
2 ,

x
(k)
3 были перпендикулярны этим траек-

ториям (рис. 1). Направляющие косину-

сы (см. табл. 11.1 в [7]) между осями x
(k)
i

и xj обозначим как l
(k)
ij (i, j = 1, 2, 3),

для которых выполняются равенства

3
∑

j=1

l
(k)
ij l

(k)
ij =

3
∑

j=1

l
(k)
ji l

(k)
ji = 1,

i = 1, 2, 3, 1 6 k 6 K.

Все компоненты композиции предполагаются обладающими анизотропией
ползучести, причем каждый k-тый фазовый материал в условиях ползучести
характеризуется потенциалом ползучести Φk(Sk, Θk), зависящим только от
температуры Θk и от одного квадратичного инварианта Sk, составленного

из компонентов тензора напряжений σ
(k)
ij и компонентов некоторого тензора

анизотропии четвертого ранга A
(k)
ijlm(Θk), также зависящего от температуры.

Запишем этот инвариант следующим образом (см. стр. 283 в [3]):

Sk =
3

∑

i=1

3
∑

j=1

3
∑

l=1

3
∑

m=1

A
(k)
ijlm

(Θk)σ
(k)
ij σ

(k)
lm

, 0 6 k 6 K, (2)

где

A
(k)
ijlm

= A
(k)
jilm

= A
(k)
ijml

= A
(k)
lmij

. (3)

Скорости деформаций установившейся ползучести ξ
(k)
ij в k-том фазовом

материале с учётом (2), (3) определяются так:

ξ
(k)
ij =

∂Φk(Sk, Θk)

∂Sk

∂Sk

∂σ
(k)
ij

= 2Φ′

k(Sk, Θk)

3
∑

l=1

3
∑

m=1

A
(k)
ijlm(Θk)σ

(k)
lm , i, j=1, 2, 3, (4)

где

Φ′

k(Sk, Θk) ≡
∂Φk(Sk, Θk)

∂Sk

, 0 6 k 6 K.

Если дополнительно предполагается, что деформации ползучести удовле-
творяют условию несжимаемости, то получим [3], что

3
∑

i=1

A
(k)
iilm =

3
∑

i=1

A
(k)
iiml =

3
∑

i=1

A
(k)
lmii =

3
∑

i=1

A
(k)
mlii = 0, 0 6 k 6 K. (5)
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Для удобства изложения (хотя это и не принципиально) характеристики
анизотропии связующего (k = 0) считаются заданными в глобальной системе
координат (x1, x2, x3), а арматуры k-того семейства — в локальной системе

(x
(k)
1 , x

(k)
2 , x

(k)
3 , 1 6 k 6 K). Определяющие соотношения установившейся пол-

зучести для металлокомпозиции будем строить также в глобальной системе
координат. В связи с этим далее чертой сверху будем обозначать величины,

определенные в локальной системе координат (x
(k)
1 , x

(k)
2 , x

(k)
3 ), связанной с k-

тым семейством волокон, а без черты — определенные в глобальной системе
(x1, x2, x3) (т. е. соотношения (2)–(5) записаны в глобальной системе; если

же компоненты тензоров A
(k)
ijlm, σ

(k)
lm , ξ

(k)
ij снабдить сверху чертой, то получим

запись соотношений (2)–(5) в k-той локальной системе, 1 6 k 6 K).
Определяющие соотношения (4) в указанных системах отсчёта можно за-

писать в матричной форме

ξ0 = 2Φ′

0(S0, Θ0)A0σ0, ξ̄k = 2Φ′

k(Sk, Θk)Ākσ̄k, 1 6 k 6 K, (6)

где

σ∗

0 =
{

σ
(0)
1 , σ

(0)
2 , σ

(0)
3 , σ

(0)
4 , σ

(0)
5 , σ

(0)
6

}

≡
{

σ
(0)
11 , σ

(0)
22 , σ

(0)
33 , σ

(0)
23 , σ

(0)
31 , σ

(0)
12

}

,

ξ∗0 =
{

ξ
(0)
1 , ξ

(0)
2 , ξ

(0)
3 , ξ

(0)
4 , ξ

(0)
5 , ξ

(0)
6

}

≡
{

ξ
(0)
11 , ξ

(0)
22 , ξ

(0)
33 , ξ

(0)
23 , ξ

(0)
31 , ξ

(0)
12

}

,

σ̄∗

k =
{

σ̄
(k)
1 , σ̄

(k)
2 , σ̄

(k)
3 , σ̄

(k)
4 , σ̄

(k)
5 , σ̄

(k)
6

}

≡
{

σ̄
(k)
11 , σ̄

(k)
22 , σ̄

(k)
33 , σ̄

(k)
23 , σ̄

(k)
31 , σ̄

(k)
12

}

,

ξ̄∗k =
{

ξ̄
(k)
1 , ξ̄

(k)
2 , ξ̄

(k)
3 , ξ̄

(k)
4 , ξ̄

(k)
5 , ξ̄

(k)
6

}

≡
{

ξ̄
(k)
11 , ξ̄

(k)
22 , ξ̄

(k)
33 , ξ̄

(k)
23 , ξ̄

(k)
31 , ξ̄

(k)
12

}

;

(7)

A0 =
(

a
(0)
ij

)

, Āk =
(

ā
(k)
ij

)

— (6×6)-матрицы (в общем случае несимметричные),
элементы которых зависят от температуры и определяются компонентами

тензоров анизотропии ползучести A
(0)
ijlm(Θ0), Ā

(k)
ijlm(Θk) (см. (4), (6), (7)):

a
(0)
ij = A

(0)
iijj, a

(0)
i4 = 2A

(0)
ii23, a

(0)
i5 = 2A

(0)
ii31, a

(0)
i6 = 2A

(0)
ii12,

a
(0)
4i = A

(0)
23ii, a

(0)
5i =A

(0)
31ii, a

(0)
6i = A

(0)
12ii, a

(0)
44 = 2A

(0)
2323,

a
(0)
45 = 2A

(0)
2331, a

(0)
46 = 2A

(0)
2312, a

(0)
54 = 2A

(0)
3123, a

(0)
55 = 2A

(0)
3131,

a
(0)
56 = 2A

(0)
3112, a

(0)
64 = 2A

(0)
1223, a

(0)
65 = 2A

(0)
1231, a

(0)
66 = 2A

(0)
1212,

ā
(k)
ij = Ā

(k)
iijj, ā

(k)
i4 = 2Ā

(k)
ii23, ā

(k)
i5 = 2Ā

(k)
ii31, ā

(k)
i6 = 2Ā

(k)
ii12,

ā
(k)
4i = Ā

(k)
23ii, ā

(k)
5i = Ā

(k)
31ii, ā

(k)
6i = Ā

(k)
12ii, ā

(k)
44 = 2Ā

(k)
2323,

ā
(k)
45 = 2Ā

(k)
2331, ā

(k)
46 = 2Ā

(k)
2312, ā

(k)
54 = 2Ā

(k)
3123, ā

(k)
55 = 2Ā

(k)
3131,

ā
(k)
56 = 2Ā

(k)
3112, ā

(k)
64 = 2Ā

(k)
1223, ā

(k)
65 = 2Ā

(k)
1231, ā

(k)
66 = 2Ā

(k)
1212,

i, j = 1, 2, 3, 1 6 k 6 K;

(8)

σ0, σ̄k — шестикомпонентные вектор-столбцы напряжений в связующем и ар-
матуре k-того семейства; ξ0, ξ̄k — шестикомпонентные вектор-столбцы скоро-
стей деформаций установившейся ползучести в тех же материалах соответ-
ственно (здесь в отличие от [7] для удобства изложения под компонентами

ξ
(0)
4 , ξ

(0)
5 , ξ

(0)
6 и ξ̄

(k)
4 , ξ̄

(k)
5 , ξ̄

(k)
6 векторов ξ0, ξ̄k понимаются не полные сдвиговые

скорости деформаций ползучести, а их половины, равные соответствующим
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компонентам тензоров скоростей деформаций ξ
(0)
23 , ξ

(0)
31 , ξ

(0)
12 и ξ̄

(k)
23 , ξ̄

(k)
31 , ξ̄

(k)
12 ,

что согласно (4), (6) и приводит к несимметричности матриц A0, Āk в случае
общей анизотропии, см. (8)); звездочка означает операцию транспонирова-
ния.

Равенства (7) задают соответствия между шестью компонентами f
(0)
i , f̄

(k)
i

(i = 1, 2, . . . , 6) некоторых векторов f0, f̄k и компонентами соответствующих

симметричных тензоров второго ранга f
(0)
ij , f̄

(k)
ij ; i, j = 1, 2, 3, 1 6 k 6 K.

В реальных материалах наличие текстуры, созданной при обработке, пред-
полагает тот или иной вид симметрии свойств ползучести. Наиболее высокая
степень симметрии наблюдается в образцах из пруткового материала или ци-
линдрических образцах, упрочненных путем растяжения вдоль оси [3]. Это
обстоятельство относится и к армирующим металлическим проволокам. Учи-

тывая, что ось волокна k-того семейства совпадает с направлением x
(k)
1 , нену-

левые компоненты симметричных в этом случае матриц Āk при выполнении
условий несжимаемости (5) имеют выражения (см. (69.4) в [3]):

ā
(k)
11 = 2/3, ā

(k)
1i = ā

(k)
i1 = −1/3,

ā
(k)
ii = (2− αk)/3, ā

(k)
23 = ā

(k)
32 = (αk − 1)/3,

ā
(k)
44 = (3/2 − αk)/3, ā

(k)
55 = ā

(k)
66 = (3/2 − βk)/3,

i = 2, 3, 1 6 k 6 K,

(9)

где αk = αk(Θk), βk = βk(Θk)— величины, характеризующие анизотропию
ползучести монотропных (трансверсально-изотропных) волокон. Случай изо-
тропных волокон получается из (9), если положить αk = βk = 0. Требование
положительной определенности квадратичных форм Sk (см. (2)) с учётом (8),
(9) приводит к следующим ограничениям [3]: αk < 3/2, βk < 3/2, 1 6 k 6 K.

В случае монотропных волокон, когда анизотропия ползучести в них опре-

деляется соотношениями (9), направляющие косинусы l
(k)
ij можно однозначно

определить с помощью двух углов сферической системы координат (см. рис. 1):

полярного расстояния θk и долготы ϕk. При этом ось x
(k)
2 удобно получить

поворотом оси x2 на угол ϕk вокруг оси x3 (именно этот случай изображен

на рис. 1), а направление оси x
(k)
3 определяется векторным произведением

ортов, задающих направления x
(k)
1 , x

(k)
2 . Направляющие косинусы l

(k)
ij при

таком задании локальной системы координат вычисляются по формулам

l
(k)
11 = sin θk cosϕk, l

(k)
12 = sin θk sinϕk,

l
(k)
13 = cos θk, l

(k)
21 = − sinϕk,

l
(k)
22 = cosϕk, l

(k)
23 = 0,

l
(k)
31 = − cos θk cosϕk, l

(k)
32 = − cos θk sinϕk,

l
(k)
33 = sin θk, 1 6 k 6 K.

(10)

Соотношения (10) могут быть использованы и в случае общей анизотро-
пии материалов арматуры, но тогда все компоненты тензора анизотропии

ползучести A
(k)
ijlm волокон k-того семейства обязательно должны быть зада-

ны именно в этой системе координат.
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Так как установить фактическое распределение напряжений и скоростей
деформаций ползучести в композитной среде, где основной материал имеет
многочисленные более жесткие включения, весьма затруднительно, то при
построении практически пригодных определяющих уравнений установившей-
ся ползучести рассматриваемого металлокомпозита необходимо сделать неко-
торые допущения в виде исходных предпосылок.

1. Армированный материал представляет собой сплошное макроскопиче-
ски квазиоднородное анизотропное тело. (При достаточно густом рав-
номерном насыщении связующего арматурными стержнями или волок-
нами это предположение вполне допустимо. К этому выводу приходят
все исследователи, изучающие механические свойства дисперсно-арми-
рованных сред [7].)

2. Между связующим и арматурой существует полное сцепление — идеаль-
ный термомеханический контакт.

3. В пределах представительного элемента, выделенного из композита на
миниуровне, скорости деформаций ползучести, напряжения и темпера-
туры во всех компонентах и в композиции кусочно-постоянны. Эффек-
тами высших порядков, связанными с изменением полей скоростей де-
формаций, напряжений и температур на микроуровне в малых окрест-
ностях границ контакта связующего и волокон, пренебрегаем.

4. Усредненные поля скоростей деформаций ползучести, напряжений и
температуры в композиции определяются по правилу простой смеси —
пропорционально объёмному содержанию ωk каждого составляющего.

5. Все фазовые материалы однородны, а установившаяся анизотропная
ползучесть в них описывается квазилинейными уравнениями (6) с учё-
том (7)–(9), (2), (3).

6. Соотношения (6) с учётом (7)–(9), (2), (3) удовлетворяют достаточным
условиям сходимости метода последовательных приближений, анало-
гичного методу секущего модуля [8].

7. К рассматриваемому моменту времени деформации ползучести полу-
чили настолько значительное развитие, что по сравнению с ними мож-
но пренебречь мгновенными упругими и пластическими деформация-
ми [3, 8].

Так как при решении пространственных задач установившейся ползуче-
сти целесообразно использовать итерационный процесс, позволяющий линеа-
ризовать определяющие соотношения (6) (или, что то же самое, (4)) и являю-
щийся, по сути, обобщением метода секущего модуля, широко используемого
в случае изотропной ползучести [8], в силу допущения 6 все дальнейшие рас-
суждения относятся к реализации этого метода. В случае изотропных фазо-
вых материалов достаточные условия сходимости такого итерационного про-
цесса известны (см. стр. 199 в [9]); в случае же анизотропной ползучести эти
условия сходимости автору неизвестны, но на практике проверку сходимости
такого метода можно контролировать в процессе решения конкретной задачи
об установившейся ползучести пространственно-армированного металлоком-
позита.

Согласно допущению 6 будем предполагать, что на некоторой n-ной ите-

рации приближения для напряжений

n

σ
(0)
ij ,

n

σ̄
(k)
ij и температуры Θ0, Θk во всех
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компонентах композиции уже известны, т. е. в силу соотношений типа (2)

известны приближения квадратичных форм
n

S0,
n

Sk, 1 6 k 6 K, а значит,

следующие (n+ 1)-е приближения неизвестных векторных функций
n+1
ξ0 ,

n+1

ξ̄k

и
n+1
σ0 ,

n+1
σ̄k удовлетворяют линейным уравнениям (см. (6)):

n+1
ξ0 = 2Φ′

0

( n

S0, Θ0

)

A0
n+1
σ0 ,

n+1

ξ̄k = 2Φ′

k

( n

Sk, Θk

)

Āk

n+1
σ̄k , 1 6 k 6 K. (11)

В силу соотношений (11) и допущений 1, 6 определяющие уравнения уста-
новившейся ползучести для рассматриваемого металлокомпозита на (n+1)-й
итерации также можно записать в матричной форме:

n+1
ξ =

n

A
n+1
σ , (12)

где σ, ξ — шестикомпонентные вектор-столбцы усредненных напряжений и
скоростей деформаций установившейся ползучести в композиции, аналогич-

ные σ0, ξ0 в (7), где нужно отбросить индекс «0»;
n

A =
( n
aij

)

— 6× 6-матрица,
компоненты которой подлежат определению на основе известных компонен-

тов матриц 2Φ′

0

( n

S0, Θ0

)

A0, 2Φ
′

k

( n

Sk, Θk

)

Āk, 1 6 k 6 K.

Далее в промежуточных формулах для сокращения записи будем опус-
кать верхние индексы n и n + 1, обозначающие номер итерации, памятуя о
том, что в (11) значения квадратичных форм S0, Sk, а значит и функций
Φ′

0, Φ
′

k, 1 6 k 6 K, известны из решения на предыдущей n-ной итерации.
При переходе от глобальной системы координат xl к локальной системе

x
(k)
l имеют место преобразования тензоров второго ранга [7]

σ̄
(k)
ij =

3
∑

l=1

3
∑

m=1

l
(k)
il l

(k)
jmσ

(k)
lm , ξ̄

(k)
ij =

3
∑

l=1

3
∑

m=1

l
(k)
il l

(k)
jmξ

(k)
lm , (13)

i, j = 1, 2, 3, 1 6 k 6 K,

которые с учётом (7) можно записать в матричной форме:

σ̄k = Gkσk

(

σ̄
(k)
i =

6
∑

j=1

g
(k)
ij σ

(k)
j

)

,

ξ̄k = Gkξk,
(

ξ̄
(k)
i =

6
∑

j=1

g
(k)
ij ξ

(k)
j

)

,

i = 1, 2, . . . 6.

(14)

Обратные к (14) преобразования имеют вид

σk = G−1
k

σ̄k, ξk = G−1
k

ξ̄k, 1 6 k 6 K, (15)
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где G−1
k

— матрица, обратная невырожденной (6×6)-матрице Gk =
(

g
(k)
ij

)

с
компонентами

g
(k)
11 = l

(k)
11 l

(k)
11 ,

g
(k)
12 = l

(k)
12 l

(k)
12 , . . . ,

g
(k)
66 = l

(k)
11 l

(k)
22 + l

(k)
12 l

(k)
21 ,

1 6 k 6 K;

(16)

остальные элементы g
(k)
ij матрицы Gk согласно (13) определяются табл. (21.40)

в [7], в которой всем величинам нужно приписать верхний индекс k в скобках,

как это сделано в (16); l
(k)
ij — направляющие косинусы (см. (10)); матрица G−1

k

совпадает с транспонированной матрицей (21.44) в [7].
В силу допущений 2, 7 и условий сопряжения полей напряжений, скоро-

стей установившейся ползучести и температур на границах контакта арма-
туры со связующим имеем

3
∑

j=1

σ̄
(k)
ji n̄

(k)
j =

3
∑

j=1

σ̄
(0,k)
ji n̄

(k)
j , i = 1, 2, 3, 1 6 k 6 K; (17)

ξ̄
(k)
11 = ξ̄

(0,k)
11 ⇒ ξ̄

(k)
11 =

3
∑

l=1

3
∑

m=1

l
(k)
1l l

(k)
1mξ

(0)
lm , 1 6 k 6 K; (18)

Θ0 = Θk, 1 6 k 6 K, (19)

где n̄
(k)
j — компоненты единичного вектора nk, нормального к поверхности

контакта волокна k-того семейства со связующим, заданные в локальной си-

стеме координат x
(k)
j ; σ̄

(0,k)
ij , ξ̄

(0,k)
11 — компоненты тензоров напряжений и ско-

ростей деформаций ползучести в связующем, определенные в локальной си-

стеме координат x
(k)
l .

Так как волокна предполагаются постоянного поперечного сечения (что,

как правило, и имеет место на практике), то в (17) n̄
(k)
1 = 0, поэтому, согласно

допущению 3, соотношения (17) будут тождественно выполняться при произ-

вольных n̄
(k)
2 , n̄

(k)
3 (таких, что n̄

(k)2
2 + n̄

(k)2
3 = 1), если выполняются следующие

пять независимых равенств:

σ̄
(k)
ij = σ̄

(0,k)
ij ⇒ σ̄

(k)
ij =

3
∑

l=1

3
∑

m=1

l
(k)
il l

(k)
jmσ

(0)
lm ,

1 6 k 6 K; i, j = 1, 2, 3, кроме i = j = 1.

(20)

Соотношения (17), (20) определяют статические условия контакта арма-
туры со связующим, а равенство (18) — кинематическое условие контакта,
которое означает, что на поверхности контакта линейные скорости деформа-
ций установившейся ползучести в направлении траектории армирования в
волокне и в связующем совпадают, что справедливо в силу допущения 7.

Равенства (18), (20) перепишем с учётом соотношений (14) и соответ-
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ствий (7):

ξ̄
(k)
1 =

6
∑

j=1

g
(k)
1j ξ

(0)
j , 1 6 k 6 K; (21)

σ̄
(k)
i =

6
∑

j=1

g
(k)
ij σ

(0)
j , i = 2, 3, . . . , 6, 1 6 k 6 K. (22)

В силу допущения 3 соотношения (21), (22) справедливы во всех точках
представительного элемента.

Согласно допущениям 3, 4 усреднённые поля температуры Θ, напряжений
σ и скоростей деформаций ползучести ξ в композиции определяются так:

Θ = ω0Θ0 +
∑

k

ωkΘk; (23)

σ = ω0σ0 +
∑

k

ωkσk; (24)

ξ = ω0ξ0 +
∑

k

ωkξk. (25)

Соотношения (24), (25) записаны в глобальной системе координат xl.
Из равенства (23) с учётом соотношений (19), (1) и допущения 3 следует

Θ = Θk = Θ0, 1 6 k 6 K, (26)

т. е. средняя температура композита в пределах представительного элемента
равна температуре каждого компонента композиции.

Из равенства (21) с учётом (6), (26) и допущения 5 вытекает

Φ′

k(Sk,Θ)
6

∑

j=1

ā
(k)
1j σ̄

(k)
j = Φ′

0(S0, Θ)
6

∑

j=1

g
(k)
1j

6
∑

m=1

a
(0)
jmσ(0)

m , 1 6 k 6 K. (27)

Систему шести равенств (22), (27) запишем в матричной форме:

Bkσ̄k = Ckσ0, 1 6 k 6 K, (28)

где ненулевые компоненты (6×6)-матриц Bk =
(

b
(k)
ij

)

, Ck =
(

c
(k)
ij

)

согласно

(22), (27) определяются так:

b
(k)
1j = Φ′

k(Sk, Θ)ā
(k)
1j , c

(k)
1j = Φ′

0(S0, Θ)

6
∑

m=1

g
(k)
1ma

(0)
mj ,

b
(k)
ii = 1, c

(k)
ij = g

(k)
ij , i = 2, 3, . . . , 6, j = 1, 2, . . . , 6, 1 6 k 6 K.

(29)

Значения функций Φ′

0(S0, Θ), Φ′

k(Sk, Θ) согласно (11) предполагаются уже
известными из решения на предыдущей n-ной итерации.
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В силу соотношений (29) при ненулевом напряжённом состоянии в арма-
туре detBk 6= 0, поэтому из (28) получаем

σ̄k = Ekσ0, 1 6 k 6 K, (30)

где Ek — (6×6)-матрица:

Ek = B−1
k Ck; (31)

B−1
k — (6×6)-матрица, обратная Bk.

Соотношение (30) определяет на (n + 1)-й итерации напряжения в k-том
семействе арматуры σ̄k через напряжения в связующем σ0.

Подставим равенства (15) в (24), (25) и учтём (11), (30), (26), тогда будем
иметь

σ =
(

ω0I +
∑

k

ωkG
−1
k

Ek

)

σ0; (32)

ξ = 2ω0Φ
′

0(S0, Θ)A0σ0 + 2
∑

k

ωkΦ
′

k(Sk, Θ)G−1
k Ākσ̄k =

= 2
[

ω0Φ
′

0(S0, Θ)A0 +
∑

k

ωkΦ
′

k(Sk, Θ)G−1
k ĀkEk

]

σ0, (33)

где I — единичная (6×6)-матрица.
Из равенства (32) следует

σ0 = Hσ, (34)

где H — (6×6)-матрица:

H =
(

ω0I +
∑

k

ωkG
−1
k Ek

)

−1
. (35)

Согласно (29), (31), (35) матрица H известна из решения на предыдущей
n-ной итерации, поэтому равенство (34) определяет на (n + 1)-й итерации
напряжения в связующем σ0 через усреднённые напряжения в композиции σ.

Подставим выражение (34) в соотношение (33) и восстановим верхние ин-
дексы n и n+ 1, тогда окончательно получим матричное равенство

n+1
ξ = 2

[

ω0Φ
′

0

(
n

S0, Θ
)

A0 +
∑

k

ωkΦ
′

k

(
n

Sk Θ
)

G−1
k Āk

n

Ek

] n

H
n+1
σ . (36)

Из сравнения равенств (12) и (36) получаем выражение для искомой матри-
цы:

n

A = 2
[

ω0Φ
′

0

(
n

S0, Θ
)

A0 +
∑

k

ωkΦ
′

k

(
n

Sk, Θ
)

G−1
k

Āk

n

Ek

] n

H, (37)

где нужно учесть выражения для (6×6)-матриц (35), (31), (29), (16), (8), (9)
и для направляющих косинусов (10).
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Покажем, как метод последовательных приближений может быть реали-
зован в рамках предложенной модели механического поведения простран-
ственно-армированного металлокомпозита, работающего в условиях устано-
вившейся анизотропной ползучести. Пусть на некоторой n-ной итерации из-

вестны приближения напряжений
n
σ0,

n
σk, 1 6 k 6 K, во всех компонентах

композиции, тогда согласно (37), (35), (31), (29), (8), (9), (26) известны ком-

поненты матрицы
n

A на этой итерации. Пусть, кроме того, из решения соответ-
ствующей граничной задачи с учётом линейных определяющих соотношений

(12), где матрица
n

A уже известна, найдены (n + 1)-е приближения средних

напряжений в композиции
n+1
σ . Тогда из равенств (34), (30) с учётом (35),

(31) последовательно можем определить следующие приближения напряже-

ний
n+1
σ0 ,

n+1
σk , 1 6 k 6 K, во всех компонентах композиции, после чего на

(n+1)-й итерации во всех фазовых материалах можем определить значения

квадратичных форм
n+1
S0 ,

n+1
Sk (см. (2) с учётом (7), (8)). Зная на (n + 1)-й

итерации
n+1
S0 ,

n+1
Sk , 1 6 k 6 K, можем определить новые приближения для

компонентов матриц
n+1
Bk ,

n+1
Ck ,

n+1
Ek (см. (29), (31)) и повторить весь алгоритм

для получения следующего (n + 2)-ого приближения решения и т. д., пока
итерационный процесс не сойдётся с требуемой точностью.

Таким образом, соотношения (12) с учётом равенств (37), (35), (31), (29)
характеризуют в матричной форме определяющие уравнения установившей-
ся анизотропной ползучести пространственно-армированного металлокомпо-
зита при реализации метода последовательных приближений.

В общем случае, если деформации ползучести сопровождаются неупругой

дилатацией, т. е. ξ
(k)
11 + ξ

(k)
22 + ξ

(k)
33 = ξ

(k)
1 + ξ

(k)
2 + ξ

(k)
3 6= 0, 0 6 k 6 K (не выпол-

няются равенства (5)), определяющие соотношения (12) на каждой итерации

можно однозначно разрешить относительно напряжений
n+1
σ =

n

A−1
n+1
ξ . Ис-

пользуя при этом соответствия типа (7) и дифференциальные соотношения
Коши [3, 8]

n+1
ξij =

1

2

(∂
n+1
vi

∂xj
+

∂
n+1
vj

∂xi

)

, i, j = 1, 2, 3,

где
n+1
vi — (n+1)-е приближение скорости установившейся ползучести произ-

вольной точки эквивалентной среды в направлении xi, можно ставить крае-
вые задачи для металлокомпозитного тела в кинематических переменных —
скоростях ползучести vi, i = 1, 2, 3.

Однако из экспериментов известно, что дилатация неупругих деформа-
ций, как правило, пренебрежимо мала [3, 8, 9], поэтому при изучении уста-
новившейся ползучести металлов обычно принимают условие несжимаемо-
сти [3, 8]

ξ
(k)
11 + ξ

(k)
22 + ξ

(k)
33 = ξ

(k)
1 + ξ

(k)
2 + ξ

(k)
3 = 0, 0 6 k 6 K. (38)

Согласно (1), (25), (38) и допущениям 3, 4, несжимаемостью обладает
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и материал композиции:

n+1
ξ11 +

n+1
ξ22 +

n+1
ξ33 =

n+1
ξ1 +

n+1
ξ2 +

n+1
ξ3 = 0,

откуда с учётом соответствий типа (7) вытекает линейная зависимость пер-
вых трёх уравнений в системе (12). Следовательно, в случае (38) (при выпол-
нении равенств (5), (9)) систему (12) нельзя на каждой итерации однозначно
разрешить относительно (n + 1)-х приближений напряжений в композиции
n+1
σ , а значит, при выполнении равенств (38), (5), (9) предложенная модель ме-

ханического поведения пространственно-армированного металлокомпозита,
работающего в условиях установившейся ползучести, при выполнении допу-
щения 7 может быть использована на практике лишь в тех задачах, которые
допускают решение в напряжениях σij , а не в кинематических переменных —
скоростях ползучести vi. Однако в реальности большинство конструкций име-
ют такие типы закрепления и нагружения, что соответствующие граничные
задачи для них нужно решать в кинематических переменных, и предложен-
ная модель в этих случаях малопригодна, когда имеют место равенства (38),
(5), (9).

Если отказаться от выполнения допущения 7 и учитывать упругие (или
упругопластические) деформации в компонентах композиции, то придётся
рассматривать, по сути, неустановившуюся ползучесть этих материалов [3]
и композиции в целом. При этом вместо равенства (18) нужно использовать
соотношение

ξ̄
(k)
11 + ˙̄e

(k)
11 = ξ̄

(0,k)
11 + ˙̄e

(0,k)
11 ⇒

⇒ ξ̄
(k)
11 + ˙̄e

(k)
11 =

3
∑

l=1

3
∑

m=1

l
(k)
1l l

(k)
1m

(

ξ
(0)
lm + ė

(0)
lm

)

, 1 6 k 6 K, (39)

где ė
(0)
lm , ˙̄e

(k)
11 — скорости упругих деформаций в компонентах композиции;

˙̄e
(0,k)
11 — скорость упругих деформаций в связующем в направлении x

(k)
1 — в на-

правлении траектории армирования волокнами k-того семейства.

Используя закон Гука, в (39) следует выразить ˙̄e
(k)
11 , ė

(0)
lm через скоро-

сти напряжений ˙̄σ
(k)
ij , σ̇

(0)
ij соответственно, после чего получим зависимость,

содержащую в явном виде производные по времени от σ̄
(k)
ij , σ

(0)
ij , поэтому

предложенный выше подход к моделированию механического поведения про-
странственно-армированного металлокомпозита в условиях неустановившей-
ся анизотропной ползучести становится не приемлемым. Моделирование же
неустановившейся ползучести металлокомпозитов выходит за рамки настоя-
щего исследования.

2. Сравнительный анализ моделей установившейся ползучести перекрест-
но армированных металлокомпозитов. Автору неизвестны эксперименталь-
ные данные по установившейся ползучести металлокомпозитов перекрест-
ной структуры, поэтому верификацию предложенной модели можно прове-
сти лишь косвенно. Известно, что в изотропном случае определяющие ква-
зилинейные уравнения теории установившейся ползучести, использованные
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в п. 1, и деформационной теории пластичности формально полностью совпа-
дают [3,8,9] (если вместо скоростей деформаций ползучести понимать просто
деформации). Частным же случаем определяющих уравнений деформацион-
ной теории является закон Гука. Поэтому если при моделировании упруго-
го поведения перекрестно армированного композита на основе допущений,
аналогичных использованным в настоящем исследовании, удастся получить
расчётные значения эффективных упругих характеристик композиции, удо-
влетворительно согласующиеся с экспериментом, то тем самым получим кос-
венное подтверждение приемлемости исходных гипотез данного исследования
и модели, построенной на их основе. В работах [10–12] автором были пред-
ложены модели упругого поведения однонаправленно и перекрестно армиро-
ванных гибридных 2D- и 3D-композитов, основанные на исходных предпо-
сылках, аналогичных использованным в настоящем исследовании. В работах
же [11, 13, 14] продемонстрировано, что расчётные значения эффективных
упругих характеристик, определенные по этим моделям, удовлетворительно
согласуются с экспериментальными данными. Это обстоятельство позволяет
доверительно относиться к исходным допущениям, использованным в данном
исследовании, и к модели, построенной на их основе. Окончательный же вы-
вод о приемлемости этой модели может быть сделан лишь после проведения
серии соответствующих экспериментальных испытаний об установившейся
ползучести перекрестно армированных металлокомпозитов.

В настоящем же пункте проведём сравнение механического поведения пе-
рекрестно армированных в плоскости (2D) и в пространстве (3D) металло-
композитов в условиях установившейся ползучести, рассчитанного (поведе-
ния) на основе разных структурных моделей: 1) модели, предложенной в п. 1;
2) модели Ю.В. Немировского с одномерным напряжённым состоянием в во-
локнах [6].

С этой целью рассмотрим два образца. Первый образец-полоска выполнен
из меди (Cu) и ортогонально армирован в плоскости (x1, x2) двумя семей-
ствами стальной проволоки У8А (K = 2) под углами ϕ1 = const, ϕ2 = ϕ1 −
− π/2 = const (θ1 = θ2 = π/2, см. (10)) с плотностями ω1 = ω2 = 0,128.
Образец нагружен растягивающим напряжением σ11 = 1 ГПа, остальные на-
пряжения равны нулю (рис. 2). Образцы-полоски такого типа, как правило,
используются при испытаниях армированных композитов на растяжение [15].

Второй 3D-образец также выполнен из меди и пространственно армиро-
ван в трёх (K = 3) ортогональных направлениях проволокой У8А с плот-
ностями ω1 = ω2 = 0,128, ω3 = 0,333 (при этом суммарная плотность арми-
рования ω1 + ω2 + ω3 = 0,589 соответствует структуре с плотной упаковкой,

Рис. 2. Расчётная схема армированного образца
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см. табл. 1.2 в [1]). Направления армирования определяются углами сфери-
ческой системы координат (см. (10)): θ1 = π/2, ϕ1 = const, θ2 = π/2, ϕ2 =
= ϕ1 − π/2 = const, θ3 = ϕ3 = 0, т. е. два первых семейства проволок У8А
уложены так, как изображено на рис. 2, а третье семейство армирования пер-
пендикулярно плоскости этого рисунка. Второй образец нагружен так же, как
и первый.

Образцы рассчитываются при температуре Θ ≈ 200 ◦С, при которой
характеристики степенного закона установившейся ползучести ξk = bkσ

mk

(0 6 k 6 K) для материалов компонентов композиции, которые предполага-
ются изотропными, имеют значения:

Cu [16] : m0 = 2,16, b0 = 5,63 · 10−9 (МПа)−m0 · ч−1,
У8А [15] : m1 = 24,98, b1 = 1,054 · 10−84 (МПа)−m1 · ч−1.

(40)

(В изотропном случае квадратичные формы (2) с учётом (3), (8), (9) при αk =
= βk = 0 пропорциональны второму инварианту тензора напряжений в k-том
компоненте композиции, а потенциалы ползучести Φk(Sk, Θk), 0 6 k 6 K,
определяются соотношениями (68.1) в [3] с учётом (26), (40).)

На рис. 3, 4 изображены зависимости усредненных скоростей деформа-
ций установившейся ползучести ξij рассматриваемых металлокомпозитных
2D- (рис. 3) и 3D-образцов (рис. 4) от угла армирования первым семей-
ством волокон ϕ1 (см. рис. 2). На этих рисунках кривые 1 характеризуют
зависимости ξ11(ϕ1), линии 2 — ξ22(ϕ1), кривые 3 — ξ33(ϕ1), линии 4 — ξ12(ϕ1)
(ξ13 ≡ ξ23 ≡ 0). Кривые 5 определяют зависимость интенсивности скоростей
деформаций сдвига H (см. (12.11) в [8]) в композиции от угла армирования
ϕ1. На рис. 3, a и 4, a представлены результаты расчётов по структурной
модели, предложенной в п. 1, а на рис. 3, б и 4, б — по модели Ю.В. Неми-
ровского [6].

Структурные соотношения установившейся ползучести перекрестно ар-
мированного слоя 2D-металлокомпозита, соответствующие модели Ю.В. Не-
мировского при плоском напряжённом состоянии, приведены в [17] (см. там
формулы (3), (4), (7)). Эти структурные соотношения элементарно обобща-
ются на случай пространственного армирования 3D-композита [18]. Следует
лишь использовать определяющие соотношения для трехмерного напряжён-
ного состояния в связующем, а под направляющими косинусами lik в формуле

(3) из [17] понимать l
(k)
1i , i = 1, 2, 3, 1 6 k 6 K, принятые в настоящем иссле-

довании (см. (10)).
Из шести условий сопряжения полей перемещений и напряжений на гра-

ницах контакта волокон со связующим (21), (22) (тождественных (18), (20))
в модели из [6, 17, 18] используется только кинематическое соотношение (21)
(или, что то же самое, (18)). Статические же условия контакта (22) вообще не
используются, поэтому в рамках этой модели получаются достаточно простые
структурные соотношения, но, как уже отмечалось во введении, напряжённое
состояние в волокнах в поперечном направлении при этом не учитывается, а
значит невозможно учесть и анизотропию ползучести в арматуре, так как при

этом в (2) все напряжения кроме σ
(k)
11 , 1 6 k 6 K, принимаются тождественно

равными нулю. В силу указанных обстоятельств при некоторых углах рассо-
гласования направлений армирования и нагружения усиливающие волокна
как бы не участвуют в работе композита при его деформировании, и в этих
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случаях большую часть нагрузки принимает на себя связующее, которое при
этом как бы ослаблено наличием неработающей (или частично работающей)
арматуры. Результатом этого явился тот факт, что максимальные по моду-
лю значения ординат точек кривых на рис. 3, б почти вдвое больше, чем на
рис. 3, а; на рис. 4, б — почти в шесть раз больше, чем на рис. 4, а. (Каче-
ственное поведение кривых с одинаковыми номерами на рис. 3, 4 подобно,
различие заключается лишь в значениях ординат точек на этих кривых.)

В рамках же модели, предложенной в п. 1 настоящего исследования, учи-
тываются все условия сопряжения (21), (22) на поверхностях контакта арма-
туры со связующим, что соответствует идеальной адгезии и приводит к мень-
шей расчётной податливости металлокомпозита в условиях установившейся
ползучести по сравнению с расчётом по модели Ю.В. Немировского [6,17,18].

Расчёт изотропного образца из меди согласно (40) приводит к значению
ξ11 = b0σ

m0

11 = 17 · 10−3 ч−1, что на несколько порядков больше значений
ординат точек на кривых 1 рис. 3, 4. Следовательно, в рассматриваемом
случае обе структурные модели предсказывают, что армирование образца
проволокой У8А приводит к существенному снижению его податливости в

а б

Рис. 3. Зависимости скоростей деформаций установившейся ползучести 2D-металлоком-
позитного образца от угла армирования первым семейством: а — расчёт по структурной

модели из п. 1; б — расчёт по структурной модели Ю. В. Немировского [6,17]

а б

Рис. 4. Зависимости скоростей деформаций установившейся ползучести 3D-металлоком-
позитного образца от угла армирования первым семейством: а — расчёт по структурной

модели из п. 1; б — расчёт по структурной модели Ю. В. Немировского [6,18]
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условиях установившейся ползучести, что оправдывает целесообразность ар-
мирования.

Поведение всех кривых на рис. 3, 4 показывает, что изменение структуры
армирования существенно влияет на механическое поведение металлокомпо-
зита в условиях установившейся ползучести. В частности, скорости дефор-
маций ползучести ξij металлокомпозитного образца при разных углах арми-
рования ϕ1 могут различаться на несколько порядков. Поэтому имеет смысл
осуществлять целевую оптимизацию армированных конструкций, работаю-
щих в условиях установившейся ползучести.

В силу указанных выше особенностей сравниваемых структурных моде-
лей оптимальные проекты армирования, полученные на их основе, могут и
не совпадать. Так, сопоставление ординат точек на кривых рис. 3, а и 4, а

показывает, что дополнительное армирование третьим семейством волокон
в направлении x3 приводит к уменьшению податливости металлокомпозита
почти вдвое в рамках расчёта по модели, предложенной в п. 1; аналогичное
же сравнение кривых на рис. 3, б и 4, б демонстрирует, что в рамках модели
Ю.В. Немировского [6, 18] дополнительное армирование в направлении x3,
наоборот, вызывает увеличение податливости металлокомпозитного образца
тоже почти вдвое. Последнее обстоятельство объясняется тем, что, согласно
модели из [6, 18], третье семейство арматуры не воспринимает нагружение в
плоскости (x1, x2), а лишь ослабляет связующее.

Следовательно, если в качестве критерия эффективного армирования вы-
ступает требование уменьшения скоростей деформаций ползучести, то, со-
гласно модели из п. 1, использование третьего семейства арматуры повыша-
ет эффективность работы образца, а согласно модели Ю.В. Немировского,
наоборот, — уменьшает.

Заключение. Предложенная структурная модель позволяет строить в ите-
рационной форме определяющие уравнения для пространственно-армирован-
ных в произвольных направлениях металлокомпозитов при наличии идеаль-
ной адгезии между связующим и арматурой, материалы которых работают в
условиях установившейся анизотропной ползучести. Зная же начальное ме-
ханическое состояние металлокомпозита [12] и его состояние в условиях уста-
новившейся ползучести и используя экстремальные принципы теории ползу-
чести [8], можно получить приближенное решение о неустановившейся пол-
зучести такого композита на первой её стадии.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (код проекта 12–01–90405–Укр_а).
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