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В рамках теории неупругости эндохронного типа, учитывающей дилатацию,
изучены одноосное и двуосное знакопеременное деформирование разупрочняющих-
ся материалов. Предложены определяющие соотношения, обобщенные на об-
ласть больших деформаций. Приведены примеры, демонстрирующие возмож-
ности теории.
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Введение. Разупрочняющиеся материалы, кривые деформирования у ко-
торых имеют падающие ветви, были обнаружены достаточно давно и, есте-
ственно, все это время привлекали внимание исследователей [1–10]. Отдельно
отметим цикл работ В.В. Стружанова [11–16], в которых поведение разупроч-
няющихся материалов было рассмотрено на основе теории течения. В предла-
гаемой авторами статье в рамках эндохронной теории неупругости для малых
деформаций излагаются некоторые результаты, полученные при одноосном и
двуосном знакопеременном жестком нагружении разупрочняющихся матери-
алов. Результаты более ранних исследований авторов по разупрочняющимся
материалам можно найти в [3, 6, 17].

Определяющие соотношения теории. Исходным для анализа выбран ва-
риант эндохронной теории неупругости, учитывающий дилатацию материа-
лов [18], в форме
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Здесь σ′

ij, ε
′

ij , R
′

ij — девиаторы тензоров напряжений, деформаций и вспомо-
гательного параметрического тензора Rij, G— модуль сдвига, K — объемный
модуль, τ — аналог деформационного предела текучести, g — аналог коэффи-
циента упрочнения, α и γ — параметры эндохронности, β и k1 — константы
материала.

Юлий Исаакович Кадашевич (д.ф.-м.н.), профессор, каф. высшей математики. Сергей
Павлович Помыткин (к.ф.-м.н.), доцент, каф. высшей математики.

110



Исследование одноосного и двуосного нагружения разупрочняющихся материалов . . .

Важный частный случай соотношений (1), (2) возникает при α = 1 и
γ = 0. Тогда получаем, что
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В работе [19] был выделен частный случай определяющих соотношений (3),
когда k1 = 0, и приведены результаты исследования некоторых вариантов
трехосного простого нагружения уплотняемых материалов. Под простым на-
гружением понимается нагружение (деформирование) без разгрузки или без
изменения угла вида тензора напряжения (деформаций). Здесь же в [19] был
сформулирован и общий закон дилатации в форме

β(R0) =
dR0

dR
. (4)

Основным тормозом уточнения эндохронной теории, по мнению авторов, яв-
ляется отсутствие четких экспериментальных данных при знакопеременных
и сложных нагружениях. До сих пор не подтверждены экспериментальные
результаты, полученные еще Д. Колумбасом, для ряда материалов при оценке
дилатации [20, 21], хотя они, несомненно, должны приниматься во внимание
исследователями-теоретиками. В недавно опубликованной работе В.П. Рад-
ченко и Е.А. Андреевой [22] отмечен ряд интересных теоретических особен-
ностей поведения разупрочняющихся материалов при знакопеременном на-
гружении. В частности, была подтверждена гипотеза В.В. Стружанова [13]
об «инверсии» эффекта Баушингера.

Демонстрационные примеры. В предлагаемой статье на основе теории
(1) рассматривается задача жесткого нагружения растяжением-сжатием: при
dε1 > 0 происходит растяжение, а при dε1 < 0— последующее сжатие. В этом
случае имеем

ε1 6= 0, ε2 = ε3, σ1 6= 0, σ2 = σ3 = 0, ε0 = ε1 +2ε2, εi =
√

2/3|ε1 − ε2|.

Параметры теории и константы материала примем в наиболее простом виде:

τ =
√

3/2, α = 1, 2G = 1, g = −4.

Тогда, если дилатация отсутствует и ε0 = 0, то расчётные уравнения теории
выглядят как
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На рис. 1, а и рис. 1, б приведены типичные графики зависимости σ1 ∼ ε1
для разупрочняющегося материала при одноосном знакопеременном жестком
нагружении и отсутствии дилатации.
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а б

Рис. 1. Одноосное знакопеременное нагружение материала для разных ε1

Для случая, когда дилатация материала имеет место и ε0 6= 0, рассмот-
рены два варианта связи деформаций ε1 и ε2 при прямом и обратном на-
гружении (схемы деформирования приведены на рис. 2). В обоих вариантах
ε2 6= −ε1/2.

На рис. 3, а и рис. 3, б приведены результаты расчёта напряжений σ1
и деформаций ε1 для вариантов деформирования, указанных на рис. 2, а

и рис. 2, б, соответственно. Результаты демонстрируют необычное поведе-
ние напряжений и деформаций при знакопеременном жестком нагружении
уплотняемых разупрочняющихся материалов. Основной вывод — при учёте

а б

Рис. 2. Траектории двуосного деформирования

а б

Рис. 3. Осевые напряжения и деформации при двуосном деформировании
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дилатации разупрочняющегося материала следует не «угадывать» характер
зависимости ε1 ∼ ε2, а экспериментально установить закон дилатации и вклю-
чить его в одной из форм, предложенных в определяющих соотношениях (1),
(2) или (3), (4).

Обобщение теории на область больших деформаций. Укажем для разу-
прочняющихся материалов один из вариантов расширения эндохронной тео-
рии неупругости на область больших деформаций. Согласно [17], в безын-
дексной записи для тензоров соотношения (1), (2) запишутся в виде
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Рис. 4. Активное пропорциональное
двуосное деформирование

Здесь F — градиент деформации, Q— ор-
тогональный тензор поворота, U — пра-
вый тензор удлинения, D — тензор скоро-
стей деформации.

Для демонстрации возможностей пред-
лагаемого варианта решена задача жест-
кого активного (без разгрузки) нагруже-
ния материала с D11 = −1, D22 = 0,5,
D12 = 0 при следующих значениях пара-
метров теории: α = 1, 2G = 1, g = −4,
τ = 1 − exp(−|ε̇|). На рис. 4 приведены
графики развития деформаций ε11 и ε22 в
зависимости от осевого напряжения. Кри-
вые качественно отвечают опытным данным, опубликованным в [5] для хруп-
ких горных пород.
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