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Рассматривается задача граничного управления для телеграфного уравнения.
Изучен случай малого времени управления, когда области, в которых реше-
ние полностью определено начальными и финальными данными, имеют общую
часть. Установлено, что задача управления может быть решена только при
выполнении определённых соотношений между начальными и финальными усло-
виями. Указанные соотношения приведены для двух промежутков изменения
времени управления. В областях, на которые исходную область делят харак-
теристики уравнения, с помощью метода Римана построены решения двух за-
дач Коши. На основе найденных данных решены две задачи Гурса. Управляющие
функции на правом и левом концах отрезка найдены с помощью подстановки в
полученные выражения соответствующих значений пространственной коорди-
наты.

Ключевые слова: телеграфное уравнение, граничное управление, метод Римана.

Пусть в области Q = [0, l]× [0, T ] функция u(x, t) удовлетворяет телеграфному
уравнению

utt − uxx + c2u = 0, (1)

начальным условиям

u(x,0) = ϕ0(x), ut(x,0) = ψ0(x), 0 6 x 6 l, (2)

и финальным условиям

u(x, T ) = ϕ1(x), ut(x, T ) = ψ1(x), 0 6 x 6 l. (3)

Построить функции

µ(t) = u(0, t), ν(t) = u(l, t), 0 6 t 6 T,

которые являются граничными управлениями. Данная задача была исследована
В. А. Ильиным и Е. А. Моисеевым [1,2] для 0 6 x 6 2l и T = 2l в классе обобщённых

Елена Александровна Козлова, аспирант, каф. прикладной математики и информатики.
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решений. Если время управления мало (T < l), то для того, чтобы управление бы-
ло возможным, должны выполняться некоторые условия. Рассмотрим этот случай
подробнее.

Пусть ϕi(x) ∈ C2[0, l], ψi(x) ∈ C1[0, l], i = 0, 1; µ(t), ν(t) ∈ C[0, T ]. Характеристи-
ки уравнения (1) — прямые x+ t = C1 и x− t = C2. В области, ограниченной прямой
t = 0 и характеристиками x − t = 0 и x + t = l (∆1), функцию u(x, t) определяют
начальные условия (2):

u(x, t) =
ϕ0(x+ t) + ϕ0(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
0F1

(

1;
c2

4

(

(x− z)2 − t2
)

)

ψ0(z)dz−

−
c2t

4

∫ x+t

x−t
0F1

(

2;
c2

4

(

(x− z)2 − t2
)

)

ϕ0(z)dz, (4)

а в области, ограниченной прямой t = T и характеристиками x− t = l−T и x+ t = T
(∆3), — финальные условия (3):

u(x, t) =
ϕ1(x− t+ T ) + ϕ1(x+ t− T )

2
−

−
1

2

∫ x−t+T

x+t−T
0F1

(

1;
c2

4

(

(x− z)2 − (T − t)2
)

)

ψ1(z)dz−

−
c2(T − t)

4

∫ x−t+T

x+t−T
0F1

(

2;
c2

4

(

(x− z)2 − (T − t)2
)

)

ϕ1(z)dz. (5)

Приведённые решения получены методом Римана [3], 0F1(α;σ) — вырожденная ги-
пергеометрическая функция [4]. Учитывая, что при T < l пересечение ∆1

⋂

∆3 не
пусто, значения u(x, t), определённые формулами (4) и (5), в этой области долж-
ны совпадать. Отсюда находим условия, при которых управление возможно для
0 < T < l/2:

ϕ0(T ) + ϕ0(2x− T ) +

∫ T

2x−T
0F1

(

1;
c2

4
(2x− T − z)(T − z)

)

ψ0(z)dz−

−
c2(T − x)

2

∫ T

2x−T
0F1

(

2;
c2

4
(2x− T − z)(T − z)

)

ϕ0(z)dz =

= ϕ1(2x) + ϕ1(0)−

∫ 2x

0

0F1

(

1;
c2

4
(z − 2x)z

)

ψ1(z)dz−

−
c2x

2

∫ 2x

0

0F1

(

2;
c2

4
(z − 2x)z

)

ϕ1(z)dz (6)

при T/2 6 x 6 T ,

ϕ0(x) =
ϕ1(x+ T ) + ϕ1(x − T )

2
−

1

2

∫ x+T

x−T
0F1

(

1;
c2

4

(

(x − z)2 − T 2
)

)

ψ1(z)dz−

−
c2T

4

∫ x+T

x−T
0F1

(

2;
c2

4

(

(x− z)2 − T 2
)

)

ϕ1(z)dz,

ψ0(x) =
ϕ1

′(x− T )− ϕ1
′(x+ T )

2
+
c2T

4

∫ x+T

x−T
0F1

(

2;
c2

4

(

(x− z)2 − T 2
)

)

ϕ1(z)dz+
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+
c2T

4
(ϕ1(x + T ) + ϕ1(x− T ))−

c4T 2

16

∫ x+T

x−T
0F1

(

3;
c2

4

(

(x− z)2 − T 2
)

)

ϕ1(z)dz+

+
ψ1(x+ T ) + ψ1(x− T )

2
−
c2T

4

∫ x+T

x−T
0F1

(

2;
c2

4

(

(x− z)2 − T 2
)

)

ψ1(z)dz

при T 6 x 6 l − T и

ϕ0(2x+T − l)+ϕ0(l−T )+

∫ 2x+T−l

l−T
0F1

(

1;
c2

4
(l − T − z)(2x+ T − l − z)

)

ψ0(z)dz−

−
c2(x+ T − l)

2

∫ 2x+T−l

l−T
0F1

(

2;
c2

4
(l − T − z)(2x+ T − l − z)

)

ϕ0(z)dz =

= ϕ1(l) + ϕ1(2x− l)−

∫ l

2x−l
0F1

(

1;
c2

4
(2x− l− z)(l − z)

)

ψ1(z)dz−

−
c2(l − x)

2

∫ l

2x−l
0F1

(

2;
c2

4
(2x− l − z)(l − z)

)

ϕ1(z)dz (7)

при l − T 6 x 6 l − T/2.
Для l/2 6 T 6 l должно выполняться условие (6) при T/2 6 x 6 l/2 и условие (7)

при l/2 6 x 6 l − T/2.
Решая две задачи с данными на характеристиках x+ t = T , x− t = 0 и x+ t = l,

x − t = l − T и подставляя в полученные выражения x = 0 и x = l соответственно,
получаем искомые функции µ(t) и ν(t). Пусть

a00 = l − T, a10 = 0, a01 = T, a11 = l, b(t) = 0F1

(

1;
c2

4
(T − t)(l − T + t)

)

,

rij(x) =
ϕi(2x− aij) + ϕi(aij)

2
+

+
(−1)i+j

2

∫ 2x−aij

aij

0F1

(

1;
c2

4
(z − aij)(z − 2x+ aij)
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−
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4

∫ 2x−aij

aij

0F1
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2;
c2

4
(z − aij)(z − 2x+ aij)

)

ϕi(z)dz,

где индексы i, j принимают значения 0, 1. Тогда

µ(t) = r00

( t− T + l

2

)

+ r10

(T − t

2

)

− b(t)r00

( l

2

)

+

+
c2(T − t− l)

4
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dz,
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( l + T − t

2

)

+ r11

( t− T + 2l

2

)

− b(t)r11

( l

2

)

−

−
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+
c2(T − t)

4

∫ t−T+l

0

0F1

(

2;
c2

4
(z − t− l+ T )(t− T )

)

r11

(z + l

2

)

dz.

Полученные функции µ(t) и ν(t) есть управления на левом и правом концах от-
резка [0, l], построенные для объекта, поведение которого определено уравнением (6)
и начальными и финальными данными (2), (3), в случае T < l.
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In the paper we consider the boundary control problem for the telegraph equation. We
study the case of the short period of control, when the initial and final data determine
the solution in two regions, having the common part. It means, the control problem has
the solution only for the special way related initial and final conditions. We give these
relations for two intervals of control time changing and construct solutions for two
Cauchy problems in the regions bounded by the characteristics of the equation. This
construction allows to find data on characteristics and to solve two Goursat prob-
lems. Finally, the substitution of necessary values of spatial coordinate in the obtained
expressions gives the required boundary control functions.
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