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Предложен аналитический метод оценки ресурса стержневых элементов кон-
струкций в условиях ползучести по деформационному критерию отказа. Вы-
полнена линеаризация стохастических реологических уравнений энергетическо-
го типа, получены оценки времени безотказной работы при ограничениях на
предельные значения деформации ползучести. Выполнена проверка адекватно-
сти метода экспериментальным данным по ползучести образцов из стали
12Х18Н10Т при T = 850℃. Наблюдается соответствие расчётных и экспери-
ментальных данных.

Ключевые слова: ползучесть, предел длительной прочности, стохастическая
модель, вероятность безотказной работы, деформационный критерий отказа.

Введение. Подходы к оценке надёжности элементов конструкций в усло-
виях ползучести существенно отличаются от аналогичных задач в условиях
склерономного деформирования, поскольку приходится считаться не только
с процессом разрушения, но и с предельно допустимыми значениями необ-
ратимой реологической деформации, развиваемой во времени. Второй важ-
ный факт состоит в значительном разбросе деформации ползучести, который
может составлять 50–70%, и такие данные приходится считать удовлетвори-
тельными [1]. Существенное влияние случайных возмущений механических
характеристик на поля напряжений и деформаций и необходимость постро-
ения соответствующих стохастических моделей для расчётов на прочность
отмечались во многих работах (см., например, [1–10]). Широко использу-
емые для оценки ресурса безопасной эксплуатации элементов конструкции
феноменологические теории (в частности, и теория ползучести), как прави-
ло, носят детерминированный характер и не учитывают явления разброса
для тех или иных механических характеристик (деформация ползучести, пе-
ремещение, время разрушения и т. д.). Поэтому детерминированный метод
расчёта является первым, и в ряде случаев недостаточным, приближением.
Неточности детерминированного расчёта на прочность покрываются, напри-
мер, назначением коэффициента запаса прочности, который во многих случа-
ях выбирается без достаточных оснований и не является оптимальным. Это
приводит либо к появлению неиспользуемых резервов прочности элементов
конструкций, либо к преждевременному их разрушению. Особенно остро эта
проблема стоит для элементов конструкций, эксплуатирующихся в услови-
ях ползучести. Сдерживающими факторами решения задач надёжности яв-
ляются, во-первых, слабо развитая теория стохастического реологического
деформирования, особенно на стадии ускоренной ползучести, а во-вторых —
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физическая и стохастическая нелинейности определяющих уравнений пол-
зучести и длительной прочности, что не позволяет в должной мере разви-
вать аналитические методы решения стохастических краевых задач. Здесь
имеются решения лишь на стадии установившейся ползучести [11–13], и еди-
ничные работы посвящены решению краевых задач с учётом третьей стадии
ползучести [14]. Широко используемый в задачах ползучести метод Монте—
Карло [4, 15–19] требует большой трудоёмкости и представительной выбор-
ки экспериментальных данных по ползучести материала, получение которых
в необходимом объёме представляет определённые трудности. В отличие от
метода Монте—Карло аналитические подходы позволяют широко применять
разработанный В.В. Болотиным аппарат оценки надёжности через вероят-
ность безотказной работы [2]. Применительно к стержневым системам в [20]
предложен метод оценки надёжности конструкций из стохастически неодно-
родного материала в условиях первой и второй стадий ползучести по дефор-
мационному критерию отказа, а в работе [21] сделана попытка обобщения
данного подхода для оценки надёжности с учётом третьей стадии на основа-
нии кинетических уравнений Ю.Н. Работнова (но без учёта первой стадии
ползучести). Целью настоящей работы является обобщение указанного под-
хода оценки надёжности стержневых конструкций на основе энергетического
варианта реологического деформирования и разрушения материалов [22, 23]
на примере стохастически неоднородного стержня, работающего на растяже-
ние (сжатие).

1. Построение и линеаризация стохастической модели. Для описания слу-
чайных свойств растягиваемого стержня рассматривается стохастическая мо-
дель ползучести [22, 23], описывающая вторую и третью стадии, вида

ṗ(t) = cσn(t), σ(t) = σ0(t)
(

1 + ω(t)
)

, ω̇(t) = ασ(t)ṗ(t); (1)

ω(0) = 0, p(0) = 0, (2)

где p(t)— деформация ползучести, σ(t) и σ0(t)— истинное и номинальное на-
пряжения, c и α— случайные величины, n— детерминированный параметр,
ω(t)— параметр повреждённости.

Решение системы (1) с условиями (2) при σ0(t) = σ0 = const имеет вид

p(t) = − 1

nασ0
ln

∣

∣1− nσn+1
0 αct

∣

∣ . (3)

Уравнение (3) является стохастически нелинейным, следовательно, его
нельзя использовать в существующей методике оценки надёжности для сто-
хастических линейных моделей, предложенной в [20]. Поэтому необходимо
выполнить линеаризацию (3). Формальное разложение в ряд Тейлора неудоб-
но, так как логарифмический ряд сходится крайне медленно и в соответ-
ствующем ряде для достижения заданной точности необходимо удерживать
большое количество членов с последующей стохастической оценкой каждого
члена при степенях t. Поэтому в настоящей работе используется метод ап-
проксимации функции ln(1 − x) степенными полиномами с использованием
интегрального метода наименьших квадратов (ИМНК). При этом рассмат-
ривались три варианта аппроксимации:

ln(1− t) ∼= −x+ a1x
2 + a2x

3 + a3x
4; (4)
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ln(1− x) ∼= −x+ a1x
2 + a2x

3; (5)

ln(1− x) ∼= −x+ a1x
2 + a2x

4, (6)

а критерий минимизации брался в виде

δ =

∫ 0,95

0

(

Pточн(x)− Pапп(x)

Pточн(x)

)2

dx → min . (7)

В (7) верхний предел интегрирования x = 0,95, так как при x = 1 имеет
место асимптотическое поведение функции y = ln(1 − x); Pточн и Pапп — со-
ответственно точные значения функций y = ln(1 − x) и одной из функций,
стоящих в правой части (4)–(6).

Для нахождения оптимальных значений коэффициентов ai вычисляются
частные производные по коэффициентам ai от величины δ и приравнивают-
ся к нулю. Из полученной системы линейных уравнений находятся ai для
заданной модели.

В результате для аппроксимаций (4)–(6) соответственно получены следу-
ющие значения коэффициентов:

a1 = −0,91048, a2 = 1,90612, a3 = −3,06057; (8)

a1 = −0,0169, a2 = −1,6281;

a1 = −0,1884, a2 = −1,9925.

Проведённые оценки точности аппроксимирующих функций по величине
δ показали, что наибольшая точность достигается при аппроксимации ви-
да (4). Величина δ в этом случае равна 0,0005, тогда как для (5) она состав-
ляет 0,0022, а для (6) — 0,0021.

Следует отметить, что при величине δ = 5 · 10−4 количество членов фор-
мального разложения в ряд Тейлора для функции y = ln(1 − x) равно две-
надцати, в то время как в аппроксимации (4) — всего трём. Таким образом,
функцию (3) в дальнейшем будем аппроксимировать по формуле (4) с коэф-
фициентами, задаваемыми (8). С учётом (3) она будет представлена в следу-
ющем виде:

p(t) = cσn
0 t+ 0,911c2αnσ2n+1

0 t2−
− 1,906c3α2n2σ3n+2

0 t3 + 3,061c4α3n3σ4n+3
0 t4. (9)

2. Оценка надёжности стержневых конструкций по деформационному кри-
терию отказа. Рассмотрим теперь вероятностные методы оценки прочностной
надёжности по деформационным критериям отказов элементов конструк-
ций. Основной количественной характеристикой надёжности является веро-
ятность безотказной работы. Она в данном случае определяет вероятность
того, что во всех точках материала элемента конструкции выполняется усло-
вие прочности:

p(t) 6 p∗,

где p∗ — назначенный ресурс по предельно-допустимой накопительной дефор-
мации.
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Функция надёжности P (t), описывающая вероятность безотказной рабо-
ты на отрезке [0, t], равна вероятности пребывания случайной функции p(t)
в допустимой области (0, p∗) на этом отрезке времени [2]:

P (t) = P {p(τ) ∈ (0, p∗), τ ∈ [0, t]} . (10)

В связи с тем, что согласно модели (1), (2) деформация ползучести яв-
ляется неубывающей функцией, функция p(t), покинув в некоторый момент
времени область (0, p∗), затем в эту область возвратиться не может. Поэто-
му для вероятности безотказной работы P (t) на отрезке времени [0, t] имеет
место более простая формула [2]:

P (t) = P {p(t) ∈ (0, p∗)} .

В отличие от общего случая (10), когда вычисление случайной функции
требует рассмотрения выбросов случайного процесса, здесь достаточно вы-
числить вероятность нахождения случайной функции p(t) в заданной области
в рассматриваемый момент времени.

Применим изложенную выше методику к оценке надёжности единичного
стержня при σ0(t) = σ0 = const, деформация которого описывается моделью
(1), (2) и задаётся соотношением (9). Для оценки надёжности необходимо
знать математическое ожидание и дисперсию величины p = p(t), которые на-
ходятся с использованием разложения (9). Тогда для математического ожи-
дания имеем

M[p] = A1M[c] +A2M[c
2α]−A3M[c

3α2] +A4M[c
4α3],

а дисперсия деформации p(t) определяется по классической формуле

S
2
p = A2

1S
2
c +A2

2S
2
c2α +A2

3S
2
c3α2 +A2

4S
2
c4α3 +A1A4Kc,c4α3+

+ 2
[

A1A2Kc,c2α +A1A3Kc,c3α2 +A2A3Kc2α,c3α2+

+A2A4Kc2α,c4α3 +A3A4Kc3α2,c4α3

]

. (11)

Здесь M[ · ]— оператор математического ожидания; S2p, S
2
c , S

2
c2α

, S2
c3α2 , S

2
c4α3 —

дисперсии соответствующих параметров; Kc,c2α, Kc,c3α2 , Kc2α,c3α2 , Kc2α,c4α3 ,

Kc3α2,c4α3 — корреляционные моменты; A1 = σn
0 t, A2 = 0,911nσ2n+1

0 t2, A3 =

= −1,906n2σ3n+2
0 t3, A4 = 3,061n3σ4n+3

0 t4.
Для реализации методики необходимо «наполнение» соответствующих

формул реальными экспериментальными данными. Для апробации методи-
ки использовались экспериментальные данные [24] по ползучести при чистом
растяжении для 21 образца из одной плавки нержавеющей стали 12Х18Н10Т
при T = 85℃. Образцы испытывались на ползучесть при чистом растяже-
нии вплоть до разрушения. Номинальные напряжения σ0 принимали значе-
ния 39,24, 49,05, 58,86 и 78,48 МПа. Результаты экспериментов представлены
в табл. 1. Здесь ṗ0 = ṗ(0 + 0)— начальная скорость установившейся ползуче-
сти, t1 и p1 — экспериментальные значения времени и деформации в момент
разрушения.

144



Метод расчёта ресурса стержневых конструкций. . .

Таблица 1
Результаты эксперимента и результаты расчёта случайных величин c и α

№ п/п № обр. σ0, МПа ṗ0, час−1 t1, час p1 c · 109 α

1 5 0,00080 35,0 0,048 6,365 0,198
2 11 0,00081 40,0 0,085 6,435 0,223
3 16

39,24
0,00080 47,0 0,152 6,365 0,208

4 13 0,00084 66,0 0,234 6,673 0,142
5 30 0,00084 67,0 0,110 6,673 0,111
6 32 0,00081 68,0 0,125 6,435 0,124

7 24 0,0023 18,0 0,080 8,947 0,119
8 22 0,0019 20,5 0,090 7,391 0,141
9 23 0,0019 21,5 0,110 7,391 0,143
10 27 49,05 0,0019 22,5 0,093 7,391 0,125
11 26 0,0021 24,0 0,130 8,169 0,114
12 29 0,0017 28,0 0,120 6,613 0,120
13 28 0,0014 30,0 0,080 5,446 0,117

14 15 0,0037 6,7 0,065 8,031 0,194
15 31 0,0027 14,0 0,047 5,861 0,051
16 17 58,86 0,0023 15,0 0,073 4,992 0,127
17 7 0,0023 16,0 0,050 4,992 0,069
18 14 0,0033 20,0 0,170 7,163 0,073
19 21 0,0023 20,5 0,090 4,992 0,087

20 39
78,48

0,0110 6,0 0,130 9,510 0,048
21 37 0,0045 6,0 0,118 3,890 0,146

Значения c и α находятся по результатам экспериментов для каждого
образца (каждой реализации) при n = 3,2 (определено в [24]), при этом вели-
чина c определяется из соотношения

c = ṗ0/σ
n
0 .

После определения величины c значение α для каждой кривой ползучести
определяется из условия прохождения графика через точку разрушения (p1, t1),
т. е. решения уравнения (3) относительно α при известных p(t1) = p1, t = t1,
c, σ0, n. Результаты расчётов c и α представлены в табл. 1.

Поскольку выборки случайных величин c и α известны, не составляет
труда найти выборки случайных величин c2α, c3α2, c4α3, а затем математи-
ческие ожидания, дисперсии и коэффициент корреляции случайных величин
c, α, c2α, c3α2, c4α3. Результаты вычислений представлены в табл. 2 и 3. Да-
лее с использованием полученных данных конкретизируются функции для
математического ожидания и дисперсии (формулы (9) и (11) соответствен-
но).

При известных математическом ожидании и дисперсии вычисляется ве-

Таблица 2
Математические ожидания и дисперсии случайных величин

Случайная величина c α c2α c3α2 c4α3

Математическое ожидание 6,65 · 10−9 0,128 5,80 · 10−18 5,86 · 10−27 6,58 · 10−36

Дисперсия 1,80 · 10−18 0,002 8,28 · 10−36 2,32 · 10−53 5,52 · 10−71
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роятность безотказной работы P (t), при этом величина критической (допу-
стимой) деформации p∗ в модельных расчётах полагалась 0,05:

P (t) =
1√

2πSp(t)

∫ 0,05

0
exp

(−(x− M[p(t)])2

2S2
p(t)

)

dx. (12)

Таблица 3
Корреляционная матрица случайных ве-

личин c, c2α, c3α2, c4α3

c c2α c3α2 c4α3

c 1 0,618 0,455 0,367
c2α 1 0,966 0,908
c3α2 1 0,984
c4α3 1

Вероятность безотказной работы P (t)

На рисунке в качестве примера
приведена функция P (t), полученная
при σ0 = 39,24 МПа. В табл. 4 при-
ведены расчётные tрасч и эксперимен-
тальные tэксп значения времени отка-
за с вероятностями 0,9, 0,95 и 0,99 для
каждой реализации. При этом значе-
ния tэксп определялись из графиков,
приведённых в [24].

Как следует из анализа данных
табл. 4, при уровне вероятности
0,99 все экспериментальные значения
(правый столбец таблицы) лежат пра-
вее времени безотказной работы, вы-
численного по формуле (12). При зна-
чениях вероятности 0,95 и 0,9 имеют-
ся экспериментальные значения вре-
мени безотказной работы, которые ле-

жат левее расчётного значения, т. е. имеются «выбросы» из расчётного зна-
чения ресурса. Поэтому в прикладных расчётах рекомендуется использовать
величину вероятности 0,99.

Таблица 4
Примеры расчёта вероятности безотказной работы

σ0, МПа P (t) tрасч, час tэксп, час

0,99 32 32,25; 32,90
39,24 0,95 35 33,5; 34,84

0,9 37 36,13; 39,03

0,99 12,5 14,35; 16,12
49,05 0,95 13,8 16,3; 16,45

0,9 14,5 17,42; 22,9

0,99 1,8
78,48 0,95 1,9 3,67; 4,54

0,9 2

Таким образом, разработанный подход позволяет аналитическими мето-
дами прогнозировать величину назначенного ресурса для стержня по дефор-
мационному критерию отказа.
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