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Математическое моделирование
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О ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА С ПРОИЗВОДНЫМИ ДРОБНОГО

ПОРЯДКА

В.Д. Бейбалаев

Дагестанский государственный университет,
367025, Россия, Махачкала, ул. М. Гаджиева, 43 a.

E-mail: kaspij_03@mail.ru

Получена разностная аппроксимация для дробной производной по Капуто поряд-
ка (4 − β), где 1 < β 6 2. Разработаны разностные схемы для решения задачи
Дирихле для уравнения Пуассона с производными дробного порядка. Доказаны
устойчивость разностной задачи по правой части и по начальным данным и её
сходимость.
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Рассмотрим краевую задачу для уравнения Пуассона с производными дробного
порядка в области D = {0 < x < a, 0 < y < b}.

Задача. Найти решение u(x, y) уравнения

cDβ
x+u(x, y) +

cDβ
y+u(x, y) = −f(x, y), 1 < β 6 2, (1)

удовлетворяющее граничному условию

u
∣∣
∂D

= ψ(x, y), (2)

где

cDβ
x+u(x, y) =

1

Γ(2− β)

∫ x

0

u′′(s, y)

(x− s)β−1
ds, cDβ

y+u(x, y) =
1

Γ(2− β)

∫ y

0

u′′(x, s)

(y − s)β−1
ds

— частные дробные производные по Капуто [1] по соответствующим переменным.

Краевую задачу (1), (2) будем решать численным методом. Численным методам
решения краевых задач для дифференциальных уравнений с производными дроб-
ного порядка посвящены работы [2–9 и др.].

Пользуясь определением производной по Капуто [1] на отрезке [xn, xn+1], полу-
чим

(
cDβ

x+u
)
n
=

1

Γ(2− β)

∫ xn+1

xn

u′′(s)

(x− s)β−1
ds.

Представляя производную u′′(x) на отрезке [xn, xn+1] в виде конечной разности

(d2u
dx2

)

x=xn

≈
u(xn+1)− 2u(xn) + u(xn−1)

h2
,
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разностную аппроксимацию производной дробного порядка β на отрезке [xn, xn+1]
можно записать в виде

(
cDβ

xu
)
n
≈
u(xn+1)− 2u(xn) + u(xn−1)

Γ(3− β)hβ
. (3)

Аналогично имеем

(
cDβ

yu
)
m

≈
u(ym+1)− 2u(ym) + u(ym−1)

Γ(3− β)lβ
. (4)

Разлагая функции u(xn+h) и u(xn−h) в ряд Тейлора по степеням h и подставляя
в (3), получим

u(xn + h)− 2u(xn) + u(xn − h)

Γ(3− β)hβ
≈
h2u′′(xn) +

h4

12u
IV(xn)

Γ(3− β)hβ
6 (cDβ

xu)n+
M

12Γ(3− β)
h4−β ,

где M = max
n

|uIV(xn)|.

Для нахождения решения краевой задачи (1), (2) в области D = {0 6 x 6 a,
0 6 y 6 b} введём сетку Ω = {zn,m = (xn, ym), n = 0, 1, . . . , N, m = 0, 1, . . . ,M} , где
xn = nh, ym = ml, h = a/N , l = b/M . Воспользовавшись равенствами (3) и (4),
запишем разностную схему для краевой задачи (1), (2):

u(xn+1, ym)− 2u(xn, ym) + u(xn−1, ym)

Γ(3− β)hβ
+

+
u(xn, ym+1)− 2u(xn, ym) + u(xn, ym−1)

Γ(3− β)lβ
= −f(xn, ym), (xn, ym) ∈ ω, (5)

u(xn, ym) = ψ(xn, ym), (xn, ym) ∈ γ, (6)

где ω, γ — множества внутренних и граничных узлов сетки Ω соответственно. Для
дальнейшего исследования удобно записать уравнение (5) в виде, разрешённом от-
носительно un,m ≈ u(xn, ym):

2

Γ(3− β)

( 1

hβ
+

1

lβ

)
un,m =

=
1

Γ(3− β)

(un+1,m + un−1,m

hβ
+
un,m+1 + un,m−1

lβ

)
+ fn,m. (7)

Обозначим через z точку zn,m = (xn, ym)— центральную точку шаблона, на
котором аппроксимируется уравнение (1), а через Ш(x) — весь этот шаблон, т. е.
совокупность точек zn,m, zn±1,m, zn,m±1. Обозначим через Ш′(x) все точки шаблона
Ш(x) за исключением точки z, т. е. точки zn±1,m, zn,m±1. Тогда уравнение (7) можно
записать в виде

Lβ(z)u(z) ≡ A(z)u(z)−
∑

ξ∈Ш′(x)

B(z, ξ)u(ξ) = F (z),

где

A(z) =
2

Γ(3− β)

( 1

hβ
+

1

lβ

)
> 0, B(z, zn±1,m) =

1

Γ(3− β)hβ
> 0,

B(z, zn,m±1) =
1

Γ(3 − β)lβ
> 0, F (z) = f(xn, ym),
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а краевую задачу (1), (2) в виде

Lβ(z)u(z) = F (z), z ∈ ω; u(z) = ψ(z), z ∈ γ. (8)

Представим решение u(z) краевой задачи (8) в виде суммы u(z) = ũ(z) + u(z),
где ũ(z)— решение однородного уравнения с неоднородным граничным условием:

Lβ ũ(z) = 0, z ∈ ω; ũ(z) = ψ(z), z ∈ γ, (9)

а u(z)— решение неоднородного уравнения с однородным граничным условием:

Lβu(z) = F (z), z ∈ ω; u(z) = 0, z ∈ γ. (10)

Для задачи (8) выполняются все условия принципа максимума, следовательно,

‖ũ‖C(Ω) 6 ‖ψ‖C(γ) , (11)

где ‖ũ‖C(Ω) = max
z∈Ω

|u(z)|, ‖ψ‖C(γ) = max
z∈γ

|ψ(z)|. После элементарных преобразований
получим

un,m =
1

2(hβ + lβ)

(
lβ(un+1,m + un−1,m) + hβ(un,m+1 + un,m−1) + Γ(3− β)hβ lβfn,m

)
.

Докажем устойчивость разностной задачи (8) по правой части и по начальным
данным. Для этого построим мажорантную функцию для решения задачи (10) и
применим теорему сравнения [10]. В качестве мажорантной функции рассмотрим
функцию

Y (z) = K(a2 + b2 − xβ − yβ), (12)

гдеK — произвольная пока константа. Ясно, что Y (z) > 0 при всех z ∈ Ω. Обозначим

D(z) = A(z)−
∑

ξ∈Ш′(x)

B(z, ξ)

и вычислим
LY (z) ≡ D(z)Y (z) +

∑

ξ∈Ш′(x)

B(z, ξ)
(
Y (z)− Y (ξ)

)

при всех z ∈ ω. По построению функция LY (z) имеет вид

LY (z) = cDβ
xY + cDβ

yY.

Согласно определению дробной производной по Капуто при 1 < β 6 2 нетрудно
показать, что

cDβ
xY = KΓ(β + 1), cDβ

yY = KΓ(β + 1).

Таким образом, можно считать, что Y (z) является решением краевой задачи

LY (z) = 2KΓ(β + 1), z ∈ ω; Y (z) = ψ(z), z ∈ γ,

где ψ(z) > 0— значение функции (12) при z ∈ γ.
Если принять

K =
‖F‖C(ω)

2Γ(β + 1)
,
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то по отношению к задачам (9), (10) будут выполнены все условия теоремы сравне-
ния [10], из которой следует оценка

‖u‖C(Ω) 6 max
z∈Ω

Y (z) 6 K(a2 + b2). (13)

Из оценки (13), учитывая выбор константы K, получим

‖u‖C(Ω) 6
(a2 + b2)

2Γ(β + 1)
‖F‖C(ω).

Согласно неравенству треугольников и оценок (11) следует оценка для решения
задачи (5), (6):

‖z‖C(Ω) 6
a2 + b2

2Γ(β + 1)
‖f‖C(ω) + ‖ψ‖C(γ). (14)

Константы, входящие в оценку (14), не зависят от шагов сетки h и l. Данная
оценка выражает собой устойчивость разностной схемы по правой части f и по
граничным условиям ψ. Следовательно, разностная схема (5) однозначно разрешима
и устойчива.

Докажем теперь сходимость разностной схемы и оценим её погрешность. Обозна-
чим ηn,m = zn,m − u(xn, ym), где zn,m — решение разностной задачи (6), а u(x, y)—
решение дифференциальной задачи (1), (2). Подставляя zn,m = ηn,m + u(xn, ym)
в уравнение (5), получим, что погрешность удовлетворяет уравнению

1

Γ(3− β)

(ηn+1,m − 2ηn,m + ηn−1,m

hβ
+
ηn,m+1 − 2ηn,m + ηn,m−1

lβ

)
= −ϕn,m, (15)

где

−ϕn,m =
un+1,m − 2un,m + un−1,m

Γ(3− β)hβ
+
un,m+1 − 2un,m + un,m−1

Γ(3− β)lβ
+ fn,m, (xn, ym) ∈ ω;

ηn,m = 0, (xn, ym) ∈ γ.

Наложим некоторые ограничения на функцию u(x, y). Пусть четвёртые произ-
водные решения u(x, y) ограничены. Тогда погрешность аппроксимации, как пока-
зано выше, является величиной порядка (4− β), т. е. существует постоянная M1, не
зависящая от h и l и такая, что ‖ϕ‖C(Ω) 6 M1(h

4−β + l4−β). Заметим, что задача
(15) отличается от разностной схемы (5) только правыми частями. Следовательно,
справедлива оценка

‖η‖C(Ω) 6
a2 + b2

2Γ(β + 1)
‖ϕ‖C(ω). (16)

Из (16) получаем неравенство ‖η‖C(Ω) 6 M2(h
4−β + l4−β), где M2 = M1(a

2 +

+ b2)/Γ(β + 1)— постоянная, не зависящая от h и l. Из этой оценки следует, что
разностная схема (6) сходится и имеет порядок аппроксимации (h4−β + l4−β).
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Difference approximation for the Caputo fractional derivative of the 4− β, 1 < β 6 2,
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