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Рассмотрен алгоритм получения точных аналитических решений задач термо-
упругости для многослойных конструкций в случае, когда упругие характери-
стики материала в пределах каждого слоя постоянны. Приведены решения кон-
кретных задач термоупругости для двухслойного полого цилиндра со свободными
от нагрузки поверхностями и неравномерным в пределах слоев температурным
полем, а также задачи термоупругости для двухслойного полого цилиндра с на-
грузкой на поверхности внутреннего слоя и закреплённой поверхностью наруж-
ного. Температурное состояние каждого из слоев задано в виде аналитической
зависимости от пространственной переменной.

Ключевые слова: задача термоупругости, точное аналитическое решение, мно-
гослойный полый цилиндр, плоская деформация, термонапряжённое состояние.

При проектировании многослойных композиционных материалов необходимо
обеспечивать прочность и работоспособность конструкции в заданных температур-
ных интервалах. Для получения аналитического решения задачи термоупругости
необходимо иметь соответствующее аналитическое решение задачи теплопроводно-
сти. В работах [1, 2] на основе использования ортогональных методов взвешенных
невязок рассмотрены методы, позволяющие получать достаточно простого вида при-
ближенные аналитические решения краевых задачи для многослойных конструк-
ций, удобные применительно к решению задач термоупругости. С использованием
этих методов, в работе [1] дана последовательность получения приближенных ана-
литических решений задач термоупругости для многослойных конструкций с пере-
менными в пределах каждого слоя физическими свойствами среды.

Рис. 1. Схема двухслойного полого ци-
линдра

В случае, когда упругие характеристики
материала в пределах каждого слоя являют-
ся постоянными величинами, можно полу-
чить не только приближенные, но и точные
аналитические решения задач термоупруго-
сти для многослойных конструкций. В каче-
стве конкретного примера рассмотрим зада-
чу термоупругости для двухслойного длин-
ного полого цилиндра (рис. 1) в случае его
плоской деформации, обусловленной плос-
ким осесимметричным температурным по-
лем. При этом будем считать, что на внут-
ренней и наружных поверхностях цилиндра

нагрузка отсутствует и, следовательно, напряжения возникают лишь от действия
неравномерного по пространственной переменной температурного поля.
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Математическая постановка в данном случае имеет вид

d2Ui

dr2
+

1

r

dUi

dr
−

Ui

r2
−

1 + νi
1− νi

αi

dTi

dr
= 0 (ri 6 r 6 ri+1; i = 1, 2); (1)

σr1(r1) = 0, σr2(r3) = 0; (2)
σr1(r2) = σr2(r2), U1(r2) = U2(r2), (3)

где Ui — перемещение i-того слоя; r — радиальная координата; νi — коэффициент
Пуассона i-того слоя; αi — коэффициент линейного расширения i-того слоя; Ti(r) —
температура в i-том слое; σr i (i = 1, 2)— радиальная компонента тензора напряже-
ний в i-том слое.

Общий интеграл уравнения (1) записывается в виде [3, 4]

Ui = C1ir +
C2i

r
+
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(1− νi)r

∫

r

ri

Ti(r)rdr (ri 6 r 6 ri+1; i = 1, 2), (4)

где C1i, C2i — постоянные интегрирования.
Формулы для определения радиальных σri(r) и окружных σθi(r) компонент тен-

зора напряжений в i-том слое имеют вид
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Для определения постоянных интегрирования C1i, C2i используются граничные
условия (2), и условия сопряжения (3). В итоге получаем систему алгебраических
линейных уравнений:

C11D1 + C12D2/r
2
1 = 0;

C11D1 + C12(D2/r
2
2 +B2) + C22B3 +B1 = 0;

C11r2 + C12/r2 +D3 − C21r2 − C22/r2 = 0;

C21B3 + C22D4 −D5 = 0,



















(7)

где

B1 =
αiEi

(1− νi)r22

∫

r
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;
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, D5 =

E2α2
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∫

r3

r2
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После определения постоянных интегрирования из решения системы уравнений (7)
перемещения и напряжения находятся по формулам (4)–(6).

В качестве конкретного примера рассмотрим решение задачи термоупругости
при следующих исходных данных: α = 15 · 10−6 K−1; α2 = 11 · 10−6 K−1; E1 =
= 19,5 · 109 кг/м2; E2 = 13 · 109 кг/м2; ν1 = ν2 = 0,2; r1 = 14 мм; r2 = 39 мм;
r3 = 55 мм.

Распределение температуры в двухслойном цилиндре дано на рис. 2. Темпера-
турные кривые для каждого слоя аппроксимировались функцией вида

Ti(r) = ai + bir (i = 1, 2),

где a1 = 63,69; b1 = −812,5; a2 = 138,08; b2 = −2720.
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Графики распределения радиальных σr и окружных σθ компонент тензора на-
пряжений приведены на рис. 3. Их анализ позволяет заключить, что на внутренней
поверхности цилиндра радиальные напряжения отсутствуют. Окружные напряже-
ния σθ в точке контакта слоев (r = r2) имеют разрыв, причём в первом слое напря-
жения сжатия при r = r1 переходят в напряжения растяжения при r = r2. По всей
толщине второго слоя имеют место напряжения растяжения.

Рассмотрим решение уравнения (1) с граничными условиями

σr1(r1) = −P, U2(r3) = 0 (8)

и условиями сопряжения (3). Система алгебраических уравнений (7) для определе-
ния констант интегрирования запишется так:

C11D1 + C12D2/r
2
1 + P = 0;

C11D1 + C12(D2/r
2
2 +B2) + C22B3 +B1 = 0;

C11r2 + C12/r2 +D3 − C21r2 − C22/r2 = 0;

C21r3 + C22r3 +D6 = 0.



















Здесь

D6 =
(1 + ν2)α2

(1− ν2)r3

∫ r3

r2

T2(r)rdr.

Результаты расчётов компонент σr, σθ в этом случае приведены на рис. 4. Анализ
позволяет заключить, что при граничных условиях (8) компоненты σr, σθ имеют
отрицательный знак, то есть являются сжимающими.

Рис. 2. Распределение тем-
пературы в двухслойном по-
лом цилиндре (r̄ = r − r1)

Рис. 3. Распределение радиальной и окружной компонент
тензора напряжений в двухслойном полом цилиндре при

свободных от нагрузки поверхностях (r̄ = r − r1)

Рис. 4. Распределение радиальной и окружной компонент тен-
зора напряжений в двухслойном полом цилиндре при нагрузке
на внутренней поверхности цилиндра P = −300 МПа (r̄ = r−r1)
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Выводы. Разработана методика получения точных аналитических решений за-
дач термоупругости для многослойных конструкций (плоское напряженное состоя-
ние, плоская деформация). Анализ полученных результатов позволяет сделать сле-
дующие выводы: 1) значительные температурные напряжения возникают в стацио-
нарном тепловом режиме за счет различия числовых значений модулей упругости
и коэффициентов линейного температурного расширения материалов тел, находя-
щихся в контакте; 2) на поверхности контакта слоев цилиндрической конструкции
имеет место скачок окружных напряжений вследствие непрерывности перемещений.
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This article is told about obtaining exact analytical solutions of the thermoelasticity
problem for multilayer construction and also contains its algorithm when elastic prop-
erties of each layers were constant. As an example was solver specific problem for
double layer hollow cylinder with set load at the inner surface and rigidly fixed at the
external surface. Thermal state of each layer was set as a function of spatial variable.
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