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Введение. Пусть X,Y и U— гильбертовы пространства, операторы L,M ∈
L(X;Y), а оператор B ∈ L(U;Y), функции u : [0, τ) ⊂ R+ → U, y : [0, τ) ⊂
R+ → Y (τ < ∞) подлежат дальнейшему определению. Введём в рассмотре-
ние L-резольвентное множество ρL(M) = {µ ∈ C : (µL −M)−1 ∈ L(Y;X)} и
L-спектр σL(M) = C \ ρL(M) оператора M (см. [1, гл. 4]).

Пусть оператор M (L, p)-ограничен, тогда существуют аналитические груп-
пы операторов

Xt =
1

2πi

∫

Γ
RL

µ(M)eµtdµ и Y t =
1

2πi

∫

Γ
LL
µ(M)eµtdµ,

где t ∈ R, Γ ⊂ C— замкнутый контур, ограничивающий область, содержащую
σL(M), RL

µ(M) = (µL−M)−1L, LL
µ(M) = L(µL−M)−1 — соответственно пра-

вая и левая L-резольвенты оператора M . Положим X0(Y0) = kerX•(ker Y •),
X1(Y1) = imX•(imY •) и обозначим через Lk(Mk) сужение оператора L(M)
на Xk, k = 0, 1.

Пусть далее, L-спектр оператора M представим в виде

σL(M) = σL
in(M) ∪ σL

fin(M), σL
in(M) ∩ σL

fin(M) = ∅.

Операторы P =
1

2πi

∫

Γ
RL

µ(M)dµ, Q =
1

2πi

∫

Γ
LL
µ(M)dµ — проекторы, P ∈ L(X),

Q ∈ L(Y).
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Аналогично построим проекторы Pfin и Pin:

Pfin =
1

2πi

∫

γ

RL
µ(M)dµ, Pin = P − Pfin.

Здесь контур γ ∈ C ограничивает область, содержащую σL
fin(M).

Теорема. Пусть σL(M) = σL
fin(M)∪ σL

in(M), причём σL
fin(M) содержится

в ограниченной области Ω ⊂ C с кусочно гладкой границей ∂Ω и ∂Ω∩σL(M) =
= ∅. Тогда существуют проекторы Pfin ∈ L(U) и Qfin ∈ L(F) такие, что опе-
раторы L ∈ L(kerPfin; kerQfin)∪L(imPfin; imQfin) и M ∈ L(kerPfin; kerQfin)∪
L(imPfin; imQfin).

Для линейного уравнения соболевского типа

Lẋ = Mx+ y +Bu (1)

рассмотрим начально-конечную задачу

Pin(x(0)− x0) = 0, Pfin(x(τ) − xτ ) = 0, (2)

где τ ∈ R+ (для определённости можно считать τ ∈ R \ {0}), x0, xτ ∈ X.
Задача (2) для линейных уравнений соболевского типа впервые появилась

в работах Г. А. Свиридюка и С. А. Загребиной [2]. В дальнейшем данная
задача была названа «начально-конечной», и в настоящее время уже есть
результаты о начально-конечных задачах для уравнений соболевского типа
высокого порядка [3].

Нас будет интересовать задача оптимального управления, которая заклю-
чается в отыскании такой пары (x0, u0) ∈ X× Uad, где x0 является решением
задачи (1), (2) и выполняется соотношение

J(x0, u0) = inf
(x,u)∈X×Uad

J(x, u). (3)

Здесь J(x, u) — некоторый функционал качества; управление u ∈ Uad, где
Uad — некоторое замкнутое и выпуклое множество в пространстве управлений
U. Таким образом, оптимальное управление решениями задачи (1)–(3) даёт
возможность минимизировать штрафные санкции.

Впервые задача оптимального управления для линейных уравнений собо-
левского типа (1) появилась в работах Г. А. Свиридюка и А. А. Ефремова [1,
гл. 7]. В данных работах рассматривается специальным образом построенный
функционал стоимости

J(x, u) =

1
∑

q=0

∫ τ

0
||z(q) − z

(q)
0 ||2Zdt+

p+1
∑

q=0

∫ τ

0

〈

Nqu
(q), u(q)

〉

U
dt, (4)

где p является высотой M -присоединённых векторов оператора L [1, гл. 3].
В дальнейшем Г. А. Свиридюком была выдвинута гипотеза о том, что можно
рассматривать функционал стоимости более общего вида

J(x, u) = α

1
∑

q=0

∫ τ

0
||z(q) − z

(q)
0 ||2Zdt+ β

k
∑

q=0

∫ τ

0

〈

Nqu
(q), u(q)

〉

U
dt,
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где α > 0, β > 0, α + β = 1, 0 6 k 6 p + 1. В прикладных задачах функ-
ционал стоимости (4) накладывает дополнительные условия на отыскание
оптимального управления. При данной постановке минимизируется не толь-
ко само управление, но и p + 1 производная функции u, что в прикладных
задачах не всегда имеет смысл.

Уравнения соболевского типа составляют обширную область неклассиче-
ских уравнений математической физики (см. обстоятельные обзоры в [4, 5]).
Оптимальное управление линейными уравнениями с условиями Коши, как
уже было сказано, впервые изучалось в [1, гл. 7]. Задача (2) является обоб-
щением задачи Шоуолтера—Сидорова [2]. В работе [6] предложен численный
алгоритм нахождения решения задачи оптимального управления для линей-
ных уравнений соболевского типа. Оптимальное управление решениями за-
дачи Шоуолтера—Сидорова для полулинейных уравнений соболевского типа
рассматривалось в [7]. Наш подход основан на идеях и методах [1, 8, 9].

1. Сильные решения. Для линейного неоднородного уравнения соболев-
ского типа

Lẋ = Mx+ y (5)

рассмотрим начально-конечную задачу (2).

Теорема [2]. Пусть оператор M (L, p)-ограничен, причём выполнены усло-
вия теоремы из введения. Тогда для любых x0, xτ ∈ X и вектор-функции
y ∈ Cp([0, T ];Y) ∩Cp+1((0, T );Y) существует единственное решение задачи
(5), (2), которое имеет вид

x(t) = −

p
∑

q=0

(M−1
0 L0)

qM−1
0

dq

dtq
y0(t) + U t

inx0 +

∫ t

0
Rt−s

in yin(s)ds+

+ U t−τ
fin xτ −

∫ τ

t

Rt−s
fin yfin(s)ds, (6)

где

U t
in = (2πi)−1

(
∫

Γ
RL

µ(M)eµtdµ−

∫

γ

RL
µ(M)eµtdµ

)

,

Rt
in = (2πi)−1

(
∫

Γ
(µL−M)−1eµtdµ −

∫

γ

(µL−M)−1eµtdµ

)

,

U t
fin = (2πi)−1

∫

γ

RL
µ(M)eµtdµ, Rt

fin = (2πi)−1

∫

γ

(µL−M)−1eµtdµ,

y0 = (I−Q)y, yfin(in) = Qfin(in)y.

Определение. Вектор-функцию x ∈ H1(X) = {x ∈ L2(0, τ ;X) : ẋ ∈
L2(0, τ ;X)} назовём сильным решением уравнения (5), если она п. в. на (0, τ)
обращает его в тождество. Сильное решение x = x(t) уравнения (5) назовём
сильным решением начально-конечной задачи, если оно удовлетворяет (2).

В силу непрерывности вложения H1(X) →֒ C([0, τ ];X) наше определение
корректно. Термин «сильное решение» введён для того, чтобы отличать ре-
шение уравнения (5) в данном смысле от решения (6), которое теперь уместно
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называть «классическим». Заметим, что классическое решение (6) является
также и сильным решением задачи (5), (2).

Построим пространство

Hp+1(Y) = {v ∈ L2(0, τ ;Y) : v(p+1) ∈ L2(0, τ ;Y), p ∈ {0} ∪N}.

Пространство Hp+1(Y)— гильбертово со скалярным произведением

[v,w] =

p+1
∑

q=0

∫ τ

0

〈

v(q), w(q)
〉

Y
dt.

Пусть y ∈ Hp+1(Y). Введём в рассмотрение операторы

A1y(t) = −

p
∑

q=0

(M−1
0 L0)

qM−1
0

dq

dtq
y0(t), k1(t) = U t

inx0,

A2y(t) =

∫ t

0
Rt−s

in yin(s)ds, k2(t) = U t−τ
fin xτ , A3y(t) =

∫ τ

t

Rt−s
fin yfin(s)ds.

Лемма. Пусть оператор M (L, p)-ограничен. Тогда

(i) A1 ∈ L(Hp+1(Y),H1(X));
(ii) при любом x0 ∈ X вектор-функция k1 ∈ C1([0, τ);X);
(iii) A2 ∈ L(Hp+1(Y),H1(X));
(iv) при любом xτ ∈ X вектор-функция k2 ∈ C1([0, τ);X);
(v) A3 ∈ L(Hp+1(Y),H1(X)).

Теорема. Пусть оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N. Тогда для
любых x0, xτ ∈ X и y ∈ Hp+1(Y) существует единственное сильное решение
задачи (2) для уравнения (5).

Д о к а з ат е л ь ств о. Поскольку мы уже имеем классическое решение
(которое является сильным), покажем его единственность. Действуя на урав-
нение (5) последовательно проекторами I−Q и Qfin(in) и пользуясь теоремой
из введения, сведём его к эквивалентной системе из трёх независимых урав-
нений:

Hẋ0 = x0, x0(0) = 0, (7)

ẋfin = Sfinx
fin, xfin(τ) = 0, (8)

ẋin = Sinx
in, xin(0) = 0, (9)

где H = M−1
0 L0, Sin(fin) = L−1

1in(fin)M1in(fin) ∈ L(U1
in(fin)). Здесь x(t) = x1(t) −

− x2(t), где x1(t), x2(t)— два решения задачи (5), (2).
В силу нильпотентности оператора H из уравнения (7) получаем

Hp+1ẋ0 = Hpx0 = 0. Продолжая этот процесс, убеждаемся, что x0 = 0. Ра-
венство нулю решений задач (8), (9) следует из ограниченности операторов
Sin, Sfin. �
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2. Оптимальное управление. Для линейного неоднородного уравнения со-
болевского типа

Lẋ = Mx+ y +Bu (10)

рассмотрим начально-конечную задачу (2). Операторы L,M ∈ L(X;Y), опе-
ратор B ∈ L(U;Y), оператор M (L, p)-ограничен.

Введём в рассмотрение пространство управлений

Hp+1(U) = {u ∈ L2(0, τ ;U) : u
(p+1) ∈ L2(0, τ ;U), p ∈ {0} ∪ N}.

Пространство Hp+1(U)— гильбертово в силу гильбертовости U. Выделим в

пространстве Hp+1(U) замкнутое и выпуклое подмножество H
p+1
∂ (U)— мно-

жество допустимых управлений.
Введём в рассмотрение Z— некоторое гильбертово пространство наблю-

дений и оператор C ∈ L(X;Z), задающий наблюдение z(t) = Cx(t). Заметим,
что если x ∈ H1(X), то z ∈ H1(Z).

Определение. Вектор-функцию u0 ∈ H
p+1
∂ (U) назовём оптимальным управ-

лением решениями задачи (10), (2), если

J(x0, u0) = min
(x,u)∈X×H

p+1

∂
(U)

J(x, u),

где пары (x, u) ∈ X×H
p+1
∂ (U) удовлетворяют соотношениям (10), (2).

Нашей целью является доказательство существования единственного управ-
ления u0 ∈ H

p+1
∂ (U), минимизирующего функционал стоимости

J(x, u) = α

1
∑

q=0

∫ τ

0
||z(q) − z

(q)
0 ||2Zdt+ β

k
∑

q=0

∫ τ

0

〈

Nqu
(q), u(q)

〉

U
dt, (11)

где α > 0, β > 0, α+ β = 1, 0 6 k 6 p+ 1, Nq ∈ L(U), q = 0, 1, . . . , k — самосо-
пряженные и положительно определенные операторы, z0 = z0(t)— желаемое
наблюдение. Справедлива

Теорема. Пусть оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0}∪N. Тогда для лю-
бых y ∈ Hp+1(Y), x0, xτ ∈ X существует единственное оптимальное управ-
ление решениями задачи (10), (2).

Д о к а з ат е л ь ств о. По теореме из предыдущего пункта при любых y ∈
Hp+1(Y), x0, xτ ∈ X и u ∈ Hp+1(U) существует единственное сильное решение
x ∈ H1(X) задачи (10), (2), имеющее вид

x(t) = (A1 +A2 +A3)(y +Bu)(t) + k1(t) + k2(t), (12)

где операторы A1, A2, A3 и вектор-функции k1, k2 заданы в лемме из преды-
дущего пункта.

Зафиксируем y ∈ Hp+1(Y), x0, xτ ∈ X и рассмотрим (12) как отображение
D : u → x(u). Тогда отображение D : Hp+1(U) → H1(X) непрерывно. Поэтому
функционал стоимости зависит только от u, т. е. J(u) = J(x, u). Так как
решение (6) уравнения (10) зависит не только от u, но и от p+1 производной
функции u, то можно рассматривать функционал качества вида (11), что не
ограничивает общности рассмотрения задачи.
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Перепишем функционал стоимости (11) в виде

J(u) = α ‖Cx(t;u)− z0‖
2
H1(Z) + β[v, u],

где

[v, u] =

k
∑

q=0

∫ τ

0

〈

v(q)(t), u(q)
〉

U
dt,

v(q)(t) = Nqu
(q)(t), q = 0, . . . , k. Отсюда

J(u) = π(u, u) − 2λ(u) + ‖z0 −Cx(t; 0)‖2H1(Z) ,

где
π(u, u) = α ‖C(x(t;u)− x(t; 0))‖2H1(Z) + β[v, u]

— билинейная непрерывная коэрцитивная форма на Hp+1(U),

λ(u) = α 〈z0 − Cx(t; 0), C(x(t;u) − x(t; 0))〉H1(Z)

— линейная непрерывная на Hp+1(U) форма. Значит, условия теоремы [10, гл. 1]
выполнены. �
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