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Математическое моделирование
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Предложен метод параметрической идентификации задачи типа Коши для
дифференциальных уравнений, содержащих дробный дифференциальный опера-
тор Римана—Лиувилля порядка α ∈ (0, 1) по мгновенным значениям резуль-
татов наблюдений. В основе метода лежит вычисление среднеквадратичных
оценок коэффициентов линейно-параметрической дискретной модели функции,
аппроксимирующей аналитическое решение. Проведены численно-аналитические
исследования, результаты которых позволяют сделать вывод о высокой эффек-
тивности предложенного метода.

Ключевые слова: дробные дифференциальные операторы, параметрическая иден-
тификация, линейно-параметрическая дискретная модель, разностное уравне-
ние.

В последние годы усиливается интерес к динамическим системам, описы-
ваемым дифференциальными уравнениями, содержащими дробные диффе-
ренциальные операторы. Этот факт легко объяснить многочисленными при-
ложениями дробного исчисления в задачах реологии, вязкоупругости, ано-
мальной диффузии в пористых (фрактальных) структурах, теории автома-
тического управления, физической химии, биологии и т. д. [1]. В связи с этим
встаёт вопрос о параметрической идентификации систем, описываемых диф-
ференциальными уравнениями с дробными производными. Отсутствие из-
вестных методов параметрической идентификации таких систем приводит
к необходимости разработки эффективных методов, позволяющих опреде-
лять параметры исходной системы.

Рассмотрим дифференциальное уравнение следующего вида:

Dα
0ty − µy = 0, (1)

где

Dα
0ty =

1

Γ (1− α)

d

dt

∫

⊤

0

y(x)dx

(t− x)α
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— дифференциальный оператор Римана—Лиувилля порядка α ∈ (0, 1), t > 0.
Для уравнения (1) рассмотрим задачу типа Коши:

lim
t→0

Dα−1
0t y = a1. (2)

Решение задачи (1), (2) можно представить [2] в виде

ỹ(t) = a1 Exp(α,α;µ; t), (3)

где Exp(σ, α;µ; t) = tα−1 Eσ(µt
σ, α) — двухпараметрическая дробная экспо-

ненциальная функция [3],

Eα(µt
α; ν) =

∞
∑

n=0

(µtα)n

Γ(nα+ ν)

— функция типа Миттаг—Леффлера [4]. Таким образом,

ỹ(t) = a1t
α−1 Eα(µt

α;α). (4)

Известно [4], что функция типа Миттаг—Леффлера, входящая в (4), при
помощи асимптотических формул может быть представлена в виде

Eα(z;α) =
1

α
z(1−α)/α exp

(

z1/α
)

+H(z), |z| → ∞, (5)

причём | arg z| 6 γ, πα/2 < γ < min{π, πα},

H(z) = −
M
∑

k=1

z−k

Γ(α− kα)
+ O

(

|z|−1−M
)

.

С учётом (5) выражение (4) принимает вид

ỹ(t) =
a1
µtα

(µtα)1/α exp
(

(µtα)1/α
)

+a1t
α−1

M
∑

k=1

(µtα)−k−1Γ(kα+ 1) sin(πkα)

π
+

+ O
(

|µ|−2−M |t|−α−αM−1
)

. (6)

Выражение (6) содержит параметры µ, a1, α, которые входят в дробное диф-
ференциальное уравнение (1) и его решение (3), и параметр M , определя-
ющий порядок аппроксимирующей функции (6) и погрешность аппроксима-
ции.

Поставим следующую задачу идентификации: при фиксированном значе-
нии M и известном значении α вычислить оценки параметров µ и a1. Обо-
значим через ym(t)— функцию, являющуюся аппроксимацией (3) и имеющую
вид

ym(t) =
a1
µt

(

1

α
(µtα)1/α exp

(

(µtα)1/α
)

+
M
∑

k=1

(µtα)−kΓ(kα+ 1) sin(πkα)

π

)

.
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Отсюда при M = 1 получаем

ym(t) =
a1
µt

(

1/α(µtα)1/α exp
(

(µtα)
1
α

)

+
(µtα)−1Γ(α+ 1) sin(πα)

π

)

. (7)

Аппроксимация (7) построена на основе асимптотического приближения (6)
и является аппроксимацией функции (3), описывающей решение дробного
дифференциального уравнения (1) с абсолютной погрешностью порядка
O
(

|µ−3t−2α−1|
)

.
Аппроксимация вида (7) может быть использована при решении задачи

параметрической идентификации уравнения (1) в случае, если функция (6)
является равномерным асимптотическим разложением решения дифферен-
циального уравнения (1), т. е. отношение двух последовательных слагаемых,
входящих в сумму в формуле (6), должно составлять менее одного порядка,
что имеет место при выполнении соотношения

∣

∣

∣

∣

(µtα)−2Γ(α+ 1) sin(πα)

(µtα)−3Γ(2α + 1) sin(2πα)

∣

∣

∣

∣

6 0,1, т. е. t >

(

10Γ(2α + 1) sin 2πα

µΓ(α+ 1) sin πα

)1/α

.

Рис. 1. График точного решения
(сплошная линия) и его аппроксима-

ции (штриховая линия)

Очевидно, что погрешность аппроксима-
ции функции (6) не превышает некоторой

величины δ при t > µ−3/(2α+1)/δ. Числен-
но-аналитические исследования предложен-
ной аппроксимации позволяют сделать вы-
вод о том, что выражение (5) является эф-
фективной аппроксимацией функции типа
Миттаг—Леффлера начиная с некоторого
конечного значения параметра z. На рис. 1
представлены графики точного решения (4)
и его аппроксимации, построенной при по-
мощи асимптотической формулы, при зна-
чении параметра µ = 1. В этом случае по-
грешность аппроксимации при t > t0 = 1 не превышает 2,5%.

Переобозначая коэффициенты, входящие в выражение (7), получаем

ym(t) = c0e
pt + c1t

s, (8)

где

c0 =
a1
α
µ1/α−1, p = µ1/α, c1 =

a1Γ(α+ 1) sin(πα)

πµ2
, s = −1− α. (9)

Решим задачу параметрической идентификации процесса, описываемого
уравнением (8), при помощи построения линейно-параметрических дискрет-
ных моделей (ЛПДМ). Для этого воспользуемся методом, аналогичным опи-
санному в [5]. Полагая в выражении (8) t = τ(k + l), k = 1, 2, . . . , N, где N —
объём выборки; l : t0 = τ l, t > t0 6= 0; τ — период равномерной дискретизации
функции ỹm(t), являющейся аппроксимацией точного решения (4) задачи (1),
(2). В результате получим дискретный аналог функции ỹm(t). Рассматривая
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два последовательных отсчёта дискретной функции ỹmk = ỹm(τ(k+ l)), после
преобразований получаем рекуррентную формулу

ỹmk = λ1ỹ
m
k−1 + λ2(k + l)s + λ3(k + l − 1)s, k = 2, 3, . . . , N.

В виде ЛПДМ и с учётом начальных значений эта формула принимает сле-
дующий вид:

{

ỹm1 = λ4,
ỹmk = λ1ỹ

m
k−1 + λ2(k + l)s + λ3(k + l − 1)s, k = 2, 3, . . . , N ;

(10)

где λ1 = exp(pτ), λ2 = c1τ
s, λ3 = −λ1λ2, λ4 = λ1+l

1 c0 + λ2(1 + l)s. При
использовании среднеквадратичного критерия аппроксимации [6] функции
(8) моделью (10) на конечном множестве точек tk = (k + l)τ , k = 1, 2, . . . , N ,
минимизируется функционал ‖e‖2 = ‖y − ŷ‖2 → min, или в развернутой
форме:

N
∑

k=1

(yk − ŷk)
2 =

N
∑

k=1

(ek)
2 → min,

где ŷk — значения функции (3), вычисленные при помощи полученных оценок
коэффициентов, yk — значения, полученные в результате эксперимента.

Вводя в систему (10) случайную аддитивную помеху ε в результатах на-
блюдений, получаем ЛПДМ в виде стохастических разностных уравнений.
Будем считать без потери общности, что случайная помеха ε имеет нормаль-
ное распределение с нулевым математическим ожиданием и некоррелиро-
ванными значениями в различные моменты времени. С учётом этого ЛПДМ
в форме стохастических разностных уравнений можно представить в виде







ym1 = λ4 + ε1;
ymk = λ1y

m
k−1 + λ2(k + l)s + λ3(k + l − 1)s + ηk, k = 2, 3, . . . , N ;

ηk = εk − λ1εk−1, k = 2, 3, . . . , N.
(11)

В матричной форме ЛПДМ будет иметь вид

{

b = Fλ+ η,
η = Pλε;

где η = (η1, η2, . . . , ηN )⊤ — вектор эквивалентного возмущения в стохасти-
ческом разностном уравнении, b = (y1, y2, . . . , yN )⊤ — вектор правой части,
εk = ymk − ỹmk — случайная помеха в результатах наблюдений, F — матрица
регрессоров:

F =











0 0 0 1
y1 (2 + l)s (1 + l)s 0
y2 (3 + l)s (2 + l)s 0
· · · · · · · · · · · ·

yN−1 (N + l)s (N + l − 1)s 0











,
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а матрица Pλ имеет следующий вид:

Pλ =

















1 0 0
... 0

−λ1 1 0
... 0

0 −λ1 1
... 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 −λ1 1

















.

Оценки коэффициентов λj (11) могут быть вычислены при помощи ите-
рационной процедуры

λ̂(0) = (F⊤F )−1F⊤b,

λ̂(i) = (F⊤Ω−1

λ̂(i−1)
F )F⊤Ω−1

λ̂(i−1)
b, i = 1, 2, . . . ,

сходящейся к решению λ матричного уравнения

F⊤(Pλ̂P
⊤

λ̂
)−1Fλ = F⊤(Pλ̂P

⊤

λ̂
)−1b.

Здесь Ω−1

λ̂(i−1)
= (Pλ̂(i−1)P

⊤

λ̂(i−1)
)−1 — квадратная симметричная матрица разме-

ра N ×N ,
Так как параметры ЛПДМ являются линейно-зависимыми, для коррект-

ного решения задачи идентификации необходимо применение вложенной ите-
рационной процедуры, позволяющей сократить число параметров дискрет-
ной модели до двух. При этом целесообразно использовать последовательно
две процедуры, для которых ЛПДМ имеют вид

{

ym1 = λ1ĉ0 + λ2,
ymk = λ1y

m
k−1 + λ2(k + l)s + λ3(k + l − 1)s, k = 2, 3 . . . , N ;

(12)

{

ym1 = λ3,
ymk = λ1y

m
k−1 + λ2(k + l)s − λ1λ2(k + l − 1)s, k = 2, 3 . . . N,

(13)

а матрицы регрессоров F , соответственно, будут иметь вид

F =











ĉ0λ̂
l
1 (1 + l)s 0

y1 (2 + l)s (1 + l)s

y2 (3 + l)s (2 + l)s

· · · · · · · · ·
yN−1 (N + l)s (N + l − 1)s











и

F













0 0 1

y1 − λ̂2(1 + l)s (2 + l)s 0

y2 − λ̂2(2 + l)s (3 + l)s 0
· · · · · · · · ·

yN−1 − λ̂2(N + l − 1)s (N + l)s 0













,

где ĉ0 = −ĉ1π
(

p̂s(1 + s)2Γ(−1− s) sinπ(1 + s)
)−1

и λ̂2 — оценки, вычисленные
на предыдущем шаге по описанной методике.
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С помощью итерационной процедуры (13) и с учётом (9) могут быть вы-
числены оценки параметров модели (8), которые известным образом связаны
с коэффициентами λ1, λ2, λ3:

p̂ =
1

τ
ln λ̂1, ĉ1 = λ̂2τ

s, ĉ0 =
λ̂3 − λ̂2(1 + l)s

λ̂1
1+l

. (14)

Используя соотношения (9) и (14), вычисляем оценки коэффициентов
дробного уравнения (1):

µ̂ = p̂α, â1 = αĉ0p̂
α−1. (15)

В связи с тем, что количество параметров модели больше, чем число оце-
ниваемых параметров задачи типа Коши (1), (2), проведены дополнительные
исследования предложенной процедуры оценивания на основе метода про-
стых итераций. Суть метода заключается в следующем: после вычисления
оценок параметров модели при помощи описанного выше метода и пересчё-
та параметров по формулам (15) вычисляется новое значение параметра c1
на основании выражения (9) и формируется новая итерационная процедура,
в которой параметр c1 фиксируется и считается известным, а в процедуре
оценивания участвуют только параметры c0 и p. В этом случае ЛПДМ при-
нимает вид

{

ỹm1 = λ2,
ỹmk = λ1ỹ

m
k−1, k = 2, 3, . . . , N,

(16)

где λ1 = exp(pτ), λ2 = c0 exp
(

pτ(1 + l)
)

. Исследования сходимости данной
процедуры показали, что быстрая сходимость позволяет остановить итера-
ционный процесс уже после первого шага. Результаты согласуются с полу-
ченными при помощи применения итерационных процедур (12) и (13). Таким
образом, использование процедуры (16) позволяет сделать вывод о достовер-
ности полученных результатов.

Проведены численно-аналитические исследования зависимости погреш-
ности оценивания параметров модели (4), а также степени достоверности
ЛПДМ-решения (4) от дробного порядка α дифференциального уравнения
(1) и периода дискретизации τ .

Компьютерное моделирование динамического процесса (4) проводилось
при α = 0,5, µ = 1, a1 = 0,7, N = 100, τ = 0,02, t ∈ [1, 3] и его результа-
ты представлены на рис. 2–7, на которых приведены результаты оценивания
параметров при помощи первой ( ) и второй (N) итерационных процедур.
Отклонение модели от точного решения на исследуемом отрезке не превос-
ходит 2,8%.

На рис. 2, 3 представлены результаты численно-аналитических исследо-
ваний зависимости погрешности оценивания параметра a1 и среднеквадра-
тичного отклонения s модели от величины случайной аддитивной помехи ε.
Смещение оценки параметра µ при 0 < ε < 5% не превосходит 0,1%. На
рис. 4, 5 представлены результаты численно-аналитических исследований за-
висимости дисперсий D оценок коэффициентов µ и a1 при наличии случайной
аддитивной помехи ε в результатах наблюдений. На рис. 6, 7 иллюстрируют-
ся результаты численных экспериментов исследования дисперсий D оценок
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коэффициентов µ и a1 при наличии случайной аддитивной помехи ε в ре-
зультатах наблюдений.

Полученные результаты позволяют сделать вывод о возможности приме-
нения разработанного метода для решения задач параметрической иденти-
фикации систем, описываемых при помощи дифференциальных уравнений
с дробными производными при наличии небольшой аддитивной помехи в ре-
зультатах наблюдений.

Таким образом, предложен эффективный способ параметрической иден-
тификации дробных дифференциальных операторов порядка α ∈ (0, 1), осно-

Рис. 2. Зависимость смещения оценки
коэффициента a1 от величины случай-

ной помехи ε

Рис. 3. Зависимость среднеквадратич-
ного отклонения модели от величины

случайной помехи ε

Рис. 4. Зависимость дисперсии оценки
коэффициента µ от величины случайной

помехи ε

Рис. 5. Зависимость дисперсии оценки
коэффициента a1 от величины случай-

ной помехи ε
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Рис. 6. Зависимость дисперсии оценки
коэффициента a1 от порядка дробного

дифференциального оператора α

Рис. 7. Зависимость дисперсии оценки
коэффициента a1 от периода дискрети-

зации τ

ванный на использовании аппроксимации функции типа Миттаг—Леффлера
и сведении исходной задачи к вычислению оценок коэффициентов ЛПДМ.
Полученные соотношения между параметрами ЛПДМ и коэффициентами
дробного дифференциального уравнения позволяют свести задачу парамет-
рической идентификации систем, описываемых дифференциальным уравне-
нием с дробными производными, к среднеквадратичному оцениванию коэф-
фициентов ЛПДМ. Проведены численно-аналитические исследования, кото-
рые позволяют судить о высокой эффективности предложенного метода.
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