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Исследована однозначная разрешимость внутреннекраевой задачи для уравнения
смешанного типа третьего порядка с кратными характеристиками. При огра-
ничениях неравенственного вида на известные функции и различных порядках
операторов дробного интегро-дифференцирования доказана теорема единствен-
ности. Существование решения задачи эквивалентно редуцировано к вопросу
разрешимости интегрального уравнения Фредгольма второго рода.

Ключевые слова: краевая задача, операторы дробного интегро-дифференцирова-
ния, гипергеометрическая функция Гаусса, интегральное уравнение Фредгольма.

Введение. Рассмотрим уравнение

0 =

{

uxxx + a1(x, y)ux + a0(x, y)u− b(x, y)uy, y > 0,

(−y)muxx − uyy + a(−y)
m

2
−1ux, y < 0

(1)

(здесь a— вещественная постоянная, m > 2) в конечной области Ω, ограни-
ченной отрезками AA0, BB0, A0B0 прямых x = 0, x = 1, y = 1 соответственно,
лежащих в полуплоскости y > 0, и его характеристиками

AC : x−
2

m+ 2
(−y)

m+2

2 = 0, BC : x+
2

m+ 2
(−y)

m+2

2 = 1

в полуплоскости y < 0.
Пусть Ω1 = Ω ∩ (y > 0), Ω2 = Ω ∩ (y < 0), I ≡ AB — единичный интервал

0 < x < 1 прямой y = 0.

Задача. Найти функцию u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω) ∩ C
(3,1)
x,y (Ω1) ∩ C

(2,2)
x,y (Ω2),

ux ∈ C(Ω1), являющуюся решением уравнения (1) в Ω при y 6= 0 и удовлетво-
ряющую условиям

u(0, y) = ϕ1(y), u(1, y) = ϕ2(y), 0 6 y 6 1, (2)

ux(0, y)− ux(1, y) = ϕ3(y), 0 6 y 6 1, (3)

A(x)
(

Iα1,β1,η1
0+ u[Θ0(t)]

)

(x) +B(x)
(

Iα2,β2,η2
1− u[Θ1(t)]

)

(x)+

+ C(x)uy(x, 0) +D(x)u(x, 0) = γ(x) ∀x ∈ I, (4)
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где ϕi(y) (i = 1, 2, 3), A(x), B(x), C(x), D(x), γ(x)— заданные функции, та-
кие, что A2(x) + B2(x) + C2(x) +D2(x) 6= 0, A(x), B(x), C(x), D(x), γ(x) ∈
C1(I)∩C3(I), a0(x, y) ∈ C(Ω1), a1(x, y), b(x, y) ∈ C2(Ω1); Θ0(x) и Θ1(x)— точ-
ки пересечения характеристик уравнения (1), выходящих из точки (x, 0) ∈ I,

с характеристиками AC и BC соответственно;
(

Iα,β,η0+ f
)

(x) и
(

Iα,β,η1− f
)

(x)—
обобщённые операторы дробного интегро-дифференцирования с гипергеомет-
рической функцией Гаусса F (a, b; c; z), введённые в работе [1] (см. также [2,
с. 326–327], [3, с. 14]), и имеющие при действительных α, β, η и x > 0 сле-
дующие записи:

(

Iα,β,η0+ f
)

(x) =
x−α−β

Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1F

(

α+ β,−η;α; 1 −
t

x

)

f(t)dt (α > 0),

(

Iα,β,η0+ f
)

(x) =

(

d

dx

)n
(

Iα+n,β−n,η−n
0+ f

)

(x) (α 6 0, n = [−α] + 1);

(

Iα,β,η1− f
)

(x) =
(1− x)−α−β

Γ(α)

∫ 1

x

(t− x)α−1F
(

α+ β,−η;α;
t− x

1− x

)

f(t)dt (α > 0),

(

Iα,β,η1− f
)

(x) =

(

−
d

dx

)n
(

Iα+n,β−n,η−n
1− f

)

(x) (α 6 0, n = [−α] + 1),

в частности
(

I0,0,η0+ f
)

(x) = f(x),
(

I0,0,η1− f
)

(x) = f(x).

Для уравнения третьего порядка с кратными характеристиками в работах
[4, 5] исследовались нелокальные задачи с операторами дробного в смысле
Римана дифференцирования.

Данная работа обобщает полученные ранее результаты и является продол-
жением этих исследований.

1. Единственность решения задачи.

Теорема. В области Ω не может существовать более одного решения
задачи (1)–(4), если

2a0(x, y)− a1x(x, y) + by(x, y)− 2b(x, y)N > 0 в области Ω1,

где N = const, удовлетворяющая условию

N > max
Ω1

2a0 −
∂a1
∂x

+ ∂b
∂y

2b
, (5)

b(x, y) > ρ > 0, b(x, 0) = const, (6)

2a0(x, 0) − a′1(x, 0) 6 0, (7)

а также либо
α1 = −α, β1 = 0, α2 = −β, β2 = 0 (8)

и выполняются условия

E1(x) =
Γ(α+ β)

Γ(β)
A(x) +

Γ(α+ β)

Γ(α)
B(x) +D(x) 6= 0 ∀x ∈ I, (9)
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[

A(x)

E1(x)

]

′

> 0,

[

B(x)

E1(x)

]

′

6 0,
C(x)

E1(x)
> 0 ∀x ∈ I, (10)

либо

α1 = β − 1, β1 = 1− α− β, α2 = α− 1, β2 = 1− α− β (11)

и выполняются условия

E2(x) = Γ(2− α− β)
(m+ 2

4

)
2

m+2

[

A(x)

Γ(1− α)
+

B(x)

Γ(1− β)

]

+ C(x) 6= 0 ∀x ∈ I,

(12)
[

A(x)

E2(x)

]

′

> 0,

[

B(x)

E2(x)

]

′

6 0,
D(x)

E2(x)
> 0 ∀x ∈ I, (13)

причём A(1) = 0, B(0) = 0; α = m−2a
2(m+2) , β = m+2a

2(m+2) .

Док а з ат е л ь ств о. Устремляя y → +0 в уравнении (1), получим функ-
циональное соотношение между τ(x) = u(x, 0) и v(x) = uy(x, 0), принесённое

на отрезок I из области Ω1:

v(x) = α(x)τ ′′′(x) + β(x)τ ′(x) + γ(x)τ(x), (14)

где α(x) = 1/b(x, 0), β(x) = a1(x, 0)/b(x, 0), γ(x) = a0(x, 0)/b(x, 0).

Рассмотрим интеграл I∗ =

∫ 1

0
τ(x)v(x)dx. Подставляя v(x) из (14), с учё-

том (2), (3) будем иметь [5]

I∗ =
1

2

[

α(0)− α(1)
]

(

τ ′(0)
)2

+
3

2

∫ 1

0
α
′

(x)
(

τ ′(x)
)2

dx+

+

∫ 1

0

[

γ(x)−
1

2
β
′

(x)−
1

2
α

′′′

(x)
]

τ2(x)dx. (15)

Из (15) в силу условий (6), (7) легко заключить, что I∗ 6 0.
Используя формулу решения задачи Коши для уравнения (1) в области

Ω2 [6], можно записать

u[Θ0(x)] =
Γ(α+ β)

Γ(β)

(

Iα,0,β−1
0+ τ(t)

)

(x)+

+
Γ(2− α− β)

Γ(1− α)

(m+ 2

4

)
2

m+2
(

I1−β,α+β−1,β−1
0+ v(t)

)

(x),

u[Θ1(x)] =
Γ(α+ β)

Γ(α)

(

Iβ,0,α−1
1− τ(t)

)

(x)+

+
Γ(2− α− β)

Γ(1− β)

(m+ 2

4

)
2

m+2
(

I1−α,α+β−1,α−1
1− v(t)

)

(x).
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Подставляя u[Θ0(x)] и u[Θ1(x)] в краевое условие (4), опираясь на фор-
мулы композиций при γ > 0 (см., например, [2, с. 327])

(

Iα,β,η0+ Iγ,δ,α+η
0+ f

)

(x) =
(

Iα+γ,β+δ,η
0+ f

)

(x),
(

Iα,β,η1− Iγ,δ,α+η
1− f

)

(x) =
(

Iα+γ,β+δ,η
1− f

)

(x),

получим

Γ(α+ β)

Γ(β)
A(x)

(

Iα1+α,β1,β−1−α1

0+ τ(t)
)

(x)+

+
Γ(α+ β)

Γ(α)
B(x)

(

Iα2+β,β2,α−1−α2

1− τ(t)
)

(x)+

+
Γ(2− α− β)

Γ(1− α)

(m+ 2

4

)
2

m+2

A(x)
(

Iα1+1−β,β1+α+β−1,β−1−α1

0+ v(t)
)

(x)+

+
Γ(2− α− β)

Γ(1− β)

(m+ 2

4

)
2

m+2

B(x)
(

Iα2+1−α,β2+α+β−1,α−1−α2

1− v(t)
)

(x)+

+ C(x)v(x) +D(x)τ(x) = γ(x). (16)

Пусть выполняются условия (11), (12) теоремы. Тогда при γ(x) = 0 соотно-
шение (16) примет вид

v(x) = A2(x)
(

D1−α−β
0+ τ(t)

)

(x) +B2(x)
(

D1−α−β
1− τ(t)

)

(x) +D2(x)τ(x),

где

A2(x) = −
Γ(α+ β)

Γ(β)
·
A(x)

E2(x)
, B2(x) = −

Γ(α+ β)

Γ(α)
·
B(x)

E2(x)
, D2(x) = −

D(x)

E2(x)
,

E2(x) = Γ(2− α− β)
(m+ 2

4

)
2

m+2

[

A(x)

Γ(1− α)
+

B(x)

Γ(1− β)

]

+ C(x),

(

D1−α−β
0+ f

)

(x) и
(

D1−α−β
1− f

)

(x)— операторы дробного дифференцирования в
смысле Римана—Лиувилля [2, с. 44], [7, с. 9]. Отсюда

I∗ =

∫ 1

0
τ(x)v(x)dx =

1

Γ(1− α− β)

∫ 1

0
A2(x)τ(x)dx

[

d

dx

∫ x

0

τ(t)dt

(x− t)1−α−β

]

−

−
1

Γ(1− α− β)

∫ 1

0
B2(x)τ(x)dx

[

d

dx

∫ 1

x

τ(t)dt

(t− x)1−α−β

]

+

∫ 1

0
D2(x)τ

2(x)dx.

Введём обозначения

sin((α+ β)π)

π

d

dx

∫ x

0

τ(t)dt

(x− t)1−α−β
= τ1(x),

−
sin((α+ β)π)

π

d

dx

∫ 1

x

τ(t)dt

(t− x)1−α−β
= τ2(x)
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и применим формулу обращения интегрального уравнения Абеля. Получим
соответственно

τ(x) =

∫ x

0

τ1(t)dt

(x− t)α+β
, τ(x) =

∫ 1

x

τ2(t)dt

(t− x)α+β
.

Отсюда

Γ(1− α− β)π

sin((α + β)π)
I∗ =

∫ 1

0
A2(x)τ1(x)dx

∫ x

0

τ1(ξ)dξ

(x− ξ)α+β
+

+

∫ 1

0
B2(x)τ2(x)dx

∫ 1

x

τ2(ξ)dξ

(ξ − x)α+β
+

Γ(1− α− β)π

sin((α+ β)π)

∫ 1

0
D2(x)τ

2(x)dx. (17)

Воспользуемся известной формулой

∫

∞

0
tµ−1 cos(kt)dt =

Γ(µ)

kµ
cos

(µπ

2

)

(k > 0, 0 < µ < 1).

Полагая k = |x− ξ|, µ = α+ β, получим

1

|x− ξ|α+β
=

1

Γ(α+ β) cos
(π(α+β)

2

)

∫

∞

0
tα+β−1 cos(t|x− ξ|)dt.

Поменяв порядок интегрирования в (17), а затем интегрируя по частям, на-
ходим

µI∗ = µ

∫ 1

0
D2(x)τ

2(x)dx−

−
1

2

∫

∞

0
tα+β−1dt

∫ 1

0
A′

2(x)

[(
∫ x

0
τ1(ξ) cos(tξ)dξ

)2

+

+

(
∫ x

0
τ1(ξ) sin(tξ)dξ

)2]

dx+

+
1

2

∫

∞

0
tα+β−1dt

∫ 1

0
B′

2(x)

[(
∫ 1

x

τ2(ξ) cos(tξ)dξ

)2

+

+

(
∫ 1

x

τ2(ξ) sin(tξ)dξ

)2]

dx, (18)

где

µ =

[

π

sin((α + β)π)

]2

cos

(

(α+ β)π)

2

)

> 0.

Очевидно, что при выполнении условий (13) имеем I∗ > 0.
Пусть теперь выполняются условия (8)–(10) теоремы. Докажем, что и в

этом случае I∗ > 0. Действительно, при γ(x) = 0 соотношение (16) примет
вид

τ(x) = A1(x)
(

I1−α−β
0+ v(t)

)

(x) +B1(x)
(

I1−α−β
1− v(t)

)

(x) + C1(x)v(x), (19)
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где

A1(x) = −
Γ(2− α− β)

Γ(1− α)

(m+ 2

4

)
2

m+2 A(x)

E1(x)
,

B1(x) = −
Γ(2− α− β)

Γ(1− β)

(m+ 2

4

)
2

m+2 B(x)

E1(x)
,

C1(x) = −
C(x)

E1(x)
, E1(x) =

Γ(α+ β)

Γ(β)
A(x) +

Γ(α+ β)

Γ(α)
B(x) +D(x),

(

I1−α−β
0+ f

)

(x) и
(

I1−α−β
1− f

)

(x)— операторы дробного интегрирования в смысле
Римана—Лиувилля [2, с. 42], [7, с. 9]. Отсюда

I∗ =
1

Γ(1− α− β)

∫ 1

0
A1(x)v(x)dx

∫ x

0

v(t)dt

(x− t)α+β
+

+
1

Γ(1− α− β)

∫ 1

0
B1(x)v(x)dx

∫ 1

x

v(t)dt

(t− x)α+β
+

∫ 1

0
C1(x)v

2(x)dx.

Проведя аналогичные преобразования, как мы делали выше, получим

π

sin(πα+β
2 )

I∗ =
π

sin(πα+β
2 )

∫ 1

0
C1(x)v

2(x)dx−

−

∫

∞

0
tα+β−1dt

∫ 1

0
A′

1(x)

[(
∫ x

0
v(ξ) cos(tξ)dξ

)2

+

+

(
∫ x

0
v(ξ) sin(tξ)dξ

)2]

dx+

+

∫

∞

0
tα+β−1dt

∫ 1

0
B′

1(x)

[(
∫ 1

x

v(ξ) cos(tξ)dξ

)2

+

+

(
∫ 1

x

v(ξ) sin(tξ)dξ

)2]

dx. (20)

Учитывая условия (10) теоремы и принимая во внимание, что

α+ β =
m

m+ 2
,

π

4
6

α+ β

2
π <

π

2
, sin

(α+ β

2
π
)

> 0,

из (20) получаем оценку I∗ > 0.
Таким образом, окончательно имеем I∗ = 0. Теперь заметим, что если в

(20) C1(x) 6= 0, сразу же следует v(x) = 0. Если же (A′

1(x))
2 + (B′

1(x))
2 6= 0,

то поскольку tα+β−1 > 0, можно заключить, что
∫ x

0
v(ξ) cos(tξ)dξ = 0,

∫ x

0
v(ξ) sin(tξ)dξ = 0

или
∫ 1

x

v(ξ) cos(tξ)dξ = 0,

∫ 1

x

v(ξ) sin(tξ)dξ = 0
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для всех t ∈ [0,∞), в частности при t = 2πk, k = 0, 1, 2, . . . .
При этих значениях t функции sin(tξ), cos(tξ) образуют полную ортого-

нальную систему функций в L2. Следовательно, v(ξ) = 0 почти всюду, а так
как v(x) непрерывна по условию, то v(ξ) = 0 всюду. Отсюда v(x) = 0 и из
(19) при γ(x) = 0 следует, что τ(x) = 0. Подобные рассуждения справедливы,
если I∗ записан и в форме (18). Следовательно, u(x, y) ≡ 0 в области Ω2 как
решение задачи Коши для уравнения (1) с нулевыми данными, а в области Ω1

u(x, y) ≡ 0 как решение однородной задачи (1)–(3) при выполнении условия
(5) теоремы, доказанной в работе [9]. �

2. Существование решения задачи. Соотношение между τ(x) и v(x), при-
несенное на I из области Ω1, имеет вид

τ ′′′(x) + a1(x)τ
′(x) + a0(x)τ(x)− b(x)v(x) = 0. (21)

Проинтегрируем (21) трижды от 0 до x. После вычислений, учитывая,
что u(0, y) = ϕ1(y), получим [5]

τ(x) +

∫ x

0

[

(x− ξ)a1(ξ, 0) +
1

2
(x− ξ)2

[

a0(ξ, 0) − a′1(ξ, 0)
]]

τ(ξ)dξ−

−
1

2

∫ x

0
(x− ξ)2b(ξ, 0)v(ξ)dξ =

=
[

1 + a1(0, 0)
x2

2

]

ϕ1(0) + τ ′(0)(x) + τ ′′(0)
x2

2
. (22)

Соотношение между τ(x) и v(x) при выполнении условий (8), (9) теоремы
и соотношения (19) имеет вид

τ(x) = A1(x)
(

I1−α−β
0+ v(t)

)

(x) +B1(x)
(

I1−α−β
1− v(t)

)

(x)+

+ C1(x)v(x) + γ1(x), (23)

где γ1(x) = γ(x)/E1(x).
Подставляя τ(x) из (23) в (22), получим

A1(x)
(

I1−α−β
0+ v(t)

)

(x) +B1(x)
(

I1−α−β
1− v(t)

)

(x) + C1(x)v(x)−

−
1

2

∫ x

0
(x− ξ)2b(ξ, 0)v(ξ)dξ +

∫ x

0
M(x, ξ)

[

A1(ξ)

Γ(1− α− β)
×

×

∫ ξ

0

v(t)dt

(ξ − t)α+β
+

B1(ξ)

Γ(1− α− β)

∫ 1

ξ

v(t)dt

(t− ξ)α+β
+C1(ξ)v(ξ)

]

dξ = f(x), (24)

где

M(x, ξ) = (x− ξ)a1(ξ, 0) +
1

2
(x− ξ)2

[

a0(ξ, 0)− a′1(ξ, 0)
]

,

f(x) =
[

1 + a1(0, 0)
x2

2

]

ϕ1(0) + τ ′(0)x + τ ′′(0)
x2

2
− γ1(x)−

∫ x

0
M(x, ξ)γ1(x)dξ.
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Поменяем порядок интегрирования в двойных интегралах и при условии
C1(x) 6= 0 x ∈ I перепишем уравнение (24) в виде

v(x) +

∫ 1

0
k(x, ξ)v(ξ)dξ = F (x), (25)

где

F (x) =
f(x)

C1(x)
, k(x, ξ) =

{

k1(x, ξ), ξ 6 x,
k2(x, ξ), ξ > x,

k1(x, ξ) =
1

C1(x)Γ(1 − α− β)

[ A1(x)

(x− ξ)α+β
−

1

2
Γ(1− α− β)(x− ξ)2b(ξ, 0)+

+

∫ x

ξ

M(x, t)A1(t)dt

(t− ξ)α+β
+

∫ ξ

0

M(x, t)B1(t)dt

(ξ − t)α+β
+ Γ(1− α− β)M(x, ξ)C1(ξ)

]

,

k2(x, ξ) =
1

C1(x)Γ(1 − α− β)

[ B1(x)

(ξ − x)α+β
+

+

∫ x

0

M(x, t)B1(t)dt

(ξ − t)α+β
+ Γ(1− α− β)M(x, ξ)C1(ξ)

]

.

Таким образом, ядро уравнения (25) k(x, ξ) ∈ C(I × I) ∩ C1(I × I) при
ξ 6= x, а при ξ = x допускает оценку

k(x, ξ) =
k∗(x, ξ)

|x− ξ|α+β
=

0(1)

|x− ξ|α+β

и уравнение (25) — это уравнение Фредгольма второго рода, безусловная раз-
решимость которого следует из единственности решения задачи. Единствен-
ное решение уравнения (25) находится по формуле [10]

τ(x) = F (x) +

∫ 1

0
R(x, t)F (t)dt,

где R(x, t)— резольвента ядра K(x, t).
Пусть теперь выполняются условия (11), (12) теоремы единственности.

Тогда соотношение между τ(x) и v(x) из области Ω2 имеет вид

v(x) = A2(x)
(

D1−α−β
0+ τ(t)

)

(x) +B2(x)
(

D1−α−β
1− τ(t)

)

(x)+

+D2(x)τ(x) + γ2(x), (26)

где γ2(x) = γ(x)/E2(x).
Подставив (26) в (22), будем иметь
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τ(x) +

∫ ξ

0
M(x, ξ)τ(ξ)dξ−

−
1

2

∫ x

0

(x− ξ)2b(ξ, 0)

Γ(α+ β)

[

A2(ξ)
d

dξ

∫ ξ

0

τ(t)dt

(ξ − t)α+β
− B2(ξ)

d

dξ

∫ 1

ξ

τ(t)dt

(t− ξ)α+β

]

dξ−

−
1

2

∫ x

0
(x− ξ)2b(ξ, 0)D2(ξ)τ(ξ)dξ =

1

2

∫ x

0
(x− ξ)2b(ξ, 0)γ2(ξ)dξ+

+
[

1 + a1(0, 0)
x2

2

]

ϕ1(0) + τ ′(0)x+ τ ′′(0)
x2

2
. (27)

Преобразуем интегральное уравнение (27). Для этого рассмотрим

I1(x) =

∫ x

0
(x− ξ)2b(ξ, 0)A2(ξ)

[

d

dξ

∫ ξ

0

τ(t)dt

(ξ − t)α+β

]

dξ.

Интегрируя по частям, а затем, меняя порядок интегрирования, получим

I1(x) = −

∫ x

0
τ(t)dt

∫ x

t

[(x− ξ)2b(ξ, 0)A2(ξ)]
′

ξ

(ξ − t)α+β
dξ.

Аналогично

I2(x) =

∫ x

0
(x− ξ)2b(ξ, 0)B2(ξ)

[

d

dξ

∫ 1

ξ

τ(t)dt

(t− ξ)α+β

]

dξ =

= −

∫ x

0
τ(t)dt

∫ t

0

[(x− ξ)2b(ξ, 0)B2(ξ)]
′

ξ

(t− ξ)α+β
dξ−

−

∫ 1

x

τ(t)dt

∫ x

0

[(x− ξ)2b(ξ, 0)B2(ξ)]
′

ξ

(t− ξ)α+β
dξ.

На основании представлений I1(x) и I2(x) уравнение (27) можно перепи-
сать следующим образом:

τ(x) +

∫ 1

0
N(x, t)τ(t)dt = F1(x), (28)

где

N(x, t) =

{

N1(x, t), t 6 x,
N2(x, t), t > x,

N1(x, t) = (x− t)a1(t, 0) +
1

2
(x− t)2[a0(t, 0) − a′1(t, 0)]+

+
1

2Γ(α+ β)

(
∫ x

t

[

(x− ξ)2b(ξ, 0)A2(ξ)
]

′

ξ

dξ

(ξ − t)α+β
−

−

∫ t

0

[

(x− ξ)2b(ξ, 0)B2(ξ)
]

′

ξ

dξ

(t− ξ)α+β

)

−
1

2
(x− t)2b(t, 0)D2(t),
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N2(x, t) = −
1

2Γ(α+ β)

∫ x

0

[

(x− ξ)2b(ξ, 0)B2(ξ)
]

′

ξ

dξ

(t− ξ)α+β
,

F1(x) =
1

2

∫ x

0
(x− ξ)2b(ξ, 0)γ2(ξ)dξ +

[

1 + a1(0, 0)
x2

2

]

ϕ1(0) + τ ′(0)x + τ ′′(0)
x2

2
.

В силу сделанных ранее предположений относительно гладкости извест-
ных функций можно заключить, что N(x, t) ∈ C(I × I) ∩ C3(I × I), F1(x) ∈
C1(I) ∩ C3(I).

Таким образом, уравнение (28) есть уравнение Фредгольма второго рода
относительно τ(x), безусловная разрешимость которого в требуемом классе
функций следует из единственности решения задачи. Единственное решение
уравнения (28) может быть найдено по формуле

τ(x) = F1(x) +

∫ 1

0
R(x, t)F1(t)dt, (29)

где R(x, t)— резольвента ядра N(x, t).
Неизвестные постоянные τ ′(0) и τ ′′(0), входящие в F1(x), определим из

(27), пользуясь краевыми условиями (2), (3), из которых следует, что

τ(1) = ϕ2(0), τ ′(0)− τ ′(1) = ϕ3(0).

Действительно,

F1(x) = τ ′(0)x+ τ ′′(0)
x2

2
+ g(x), (30)

где

g(x) =
[

1 + a1(0, 0)
x2

2

]

ϕ1(0) +
1

2

∫ x

0
(x− ξ)2b(ξ, 0)γ2(ξ)dξ.

Отсюда
F ′

1(x) = τ ′(0) + τ ′′(0)x + g′(x),

g′(x) = a1(0, 0)ϕ1(0)x+

∫ x

0
(x− ξ)b(ξ, 0)γ2(ξ)dξ.

Легко видеть, что

g(0) = ϕ1(0), g(1) =
[

1 +
a1(0, 0)

2

]

ϕ1(0) +
1

2

∫ 1

0
(1− ξ)2b(ξ, 0)γ2(ξ)dξ,

g′(0) = 0, g′(1) = a1(0, 0)ϕ1(0) +

∫ 1

0
(1− ξ)b(ξ, 0)γ2(ξ)dξ.

Так как τ(1) = ϕ2(0), то из (29) и (30) имеем

ϕ2(0) = τ ′(0) +
τ ′′(0)

2
+ g(1) +

∫ 1

0
R(1, t)

[

τ ′(0)t+ τ ′′(0)
t2

2
+ g(t)

]

dt

или, что тоже самое,
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(

1 +

∫ 1

0
R(1, t)tdt

)

τ ′(0) +
1

2

(

1 +

∫ 1

0
R(1, t)t2dt

)

τ ′′(0) =

= ϕ2(0)− g(1) −

∫ 1

0
R(1, t)g(t)dt. (31)

Далее заметим, что

τ ′(x) = τ ′(0) + τ ′′(0)x+ g′(x) +

∫ 1

0
R′

x(x, t)
[

τ ′(0)t+ τ ′′(0)
t2

2
+ g(t)

]

dt,

τ ′1(0)− τ ′(1) = ϕ3(0) и g′(0) = 0,

а также

τ ′(0)

∫ 1

0

[

R′

x(0, t) −R′

x(1, t)
]

tdt+
τ ′′(0)

2

(
∫ 1

0

[

R′

x(0, t) −R′

x(1, t)
]

t2dt− 1

)

=

= ϕ3(0) + g′(1) −

∫ 1

0

[

R′

x(0, t) −R′

x(1, t)
]

g(t)dt. (32)

Итак, получена система (31), (32), из которой можно определить τ ′(0) и
τ ′′(0). Система (31), (32) будет иметь единственное решение, если отличен от
нуля определитель

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 +

∫ 1

0
R(1, t)tdt

1

2

(

1 +

∫ 1

0
R(1, t)t2dt

)

∫ 1

0

[

R′

x(0, t) −R′

x(1, t)
]

tdt
1

2

(
∫ 1

0

[

R′

x(0, t)−R′

x(1, t)
]

t2dt− 1

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0.

Это завершает доказательство существования решения исследуемой задачи.
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