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В прямоугольной области рассмотрена задача граничного управления для ги-
перболического уравнения, содержащего смешанную производную. Управляющие
функции построены в явном виде. Для различных промежутков времени полу-
чены условия для начальных данных, при которых управление возможно.
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Введение. В последнее время большое внимание уделяется решению раз-
нообразных задач управления. Управлять процессом означает влиять на неко-
торые его параметры таким образом, чтобы перевести объект управления
в нужное состояние. Многие изучаемые процессы могут быть описаны с по-
мощью уравнений с частными производными. Задачи управления для таких
уравнений были сформулированы А.Г. Бутковским [1], Ж.-Л. Лионсом [2] и
другими авторами.

В работах В.А. Ильина и Е.И. Моисеева (см. [3]) была поставлена и реше-
на следующая задача управления для уравнения колебаний струны: переве-
сти процесс, описываемый волновым уравнением, из заданного начального со-
стояния в заданное финальное состояние с помощью граничных управлений.
Задача состоит в том, чтобы для любой пары заданных состояний устано-
вить условия, при которых управление возможно, и построить управляющие
функции в явном виде. Были исследованы задачи управления для уравнений
колебаний радиально-симметричной мембраны [4], неоднородной струны [5],
для телеграфного уравнения [6]. Для решения этих задач авторы использо-
вали методы, характерные для исследования процессов, имеющих волновую
природу, поскольку метод разделения переменных (применяемый к задачам
для уравнений параболического типа) в данном случае малоэффективен [5].

Дальнейшее обобщение задачи, поставленной В.А. Ильиным и Е. И. Мо-
исеевым, сделали А.А. Андреев и С.В. Лексина. В работах [7–9] они сфор-
мулировали и решили задачу управления для системы волновых уравнений.
При этом граничные управления, построенные авторами в явном виде, пред-
ставляли собой вектор-функции. Задача была решена как при различных,
так и при кратных собственных значениях матрицы системы.

Задача управления, предлагаемая в данной статье, аналогична задаче, по-
ставленной В.А. Ильиным в [3] для уравнения колебаний струны, но сформу-
лирована для уравнения малых колебаний гибкого стержня [10]. Поскольку
процесс переводится в состояние покоя, данная задача называется задачей о
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полном успокоении.

Постановка задачи. Рассмотрим в прямоугольнике Q = [0, l]× [0, T ] урав-
нение малых колебаний гибкого стержня

utt + 2buxt + cuxx = 0, (1)

где b, c— некоторые постоянные, b2 > c. Уравнение (1) является гиперболи-
ческим уравнением второго порядка [11]. Пусть в начальный момент времени
t = 0 выполняются условия

u(x,0) = ϕ(x), ut(x,0) = ψ(x), 0 6 x 6 l, (2)

а в момент t = T —

u(x, T ) = 0, ut(x, T ) = 0, 0 6 x 6 l. (3)

Необходимо за время T перевести функцию u(x, t) из заданного начального
состояния в нулевое финальное, то есть найти управления µ(t) = u(0, t) и
ν(t) = u(l, t) при 0 6 t 6 T .

Решение задачи о полном успокоении. Уравнение (1) имеет два семейства
характеристик [11]:

x− (b−
√

b2 − c)t = C1, x− (b+
√

b2 − c)t = C2.

Обозначим k1 = b−
√
b2 − c, k2 = b+

√
b2 − c и положим k2 > −k1 > 0.

Начальные условия (2) позволяют решить задачу Коши для (1) и найти
u(x, t) в треугольнике ∆1 =

{

k2t 6 x 6 k1t+ l, 0 6 t 6 l
k2−k1

}

:

u(x, t) =
k2

k2 − k1
ϕ(x− k1t)−

k1
k2 − k1

ϕ(x− k2t) +
1

k2 − k1

∫ x−k1t

x−k2t

ψ(z)dz.

Аналогично, финальные условия полностью определяют u(x, t) = 0 в тре-
угольнике ∆3 =

{

k1(t− T ) 6 x 6 k2(t− T ) + l, T − l
k2−k1

6 t 6 T
}

.

Рассмотрим T < l
k2

. В этом случае области ∆1 и ∆3 имеют общую часть,

что накладывает дополнительные ограничения на функции (2). В частности,
если T < l

k2−k1
, то должны выполняться следующие условия:

k2ϕ(−k1T )− k1ϕ(x) +

∫

−k1T

x

ψ(z)dz = 0, 0 6 x < −k1T ,

ϕ(x) = 0, ψ(x) = 0, −k1T 6 x 6 l − k2T ,

k2ϕ(x)− k1ϕ(l − k2T ) +

∫ x

l−k2T

ψ(z)dz = 0, l − k2T < x 6 l.

Далее, для l
k2−k1

6 T < l
k2

условия, при которых управление возможно,
имеют такой вид:
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k2ϕ(−k1T )− k1ϕ(x) +

∫

−k1T

x

ψ(z)dz = 0, 0 6 x 6 l − k2T ,

k2ϕ(x)− k1ϕ(l − k2T ) +

∫ x

l−k2T

ψ(z)dz = 0, −k1T 6 x 6 l.

Это позволяет решить в треугольных областях ∆2 =
{

x
k2

6 t 6 x
k1

+ T , 0 6

6 x 6 − k1k2
k2−k1

T
}

и ∆4 =
{

x−l
k1

6 t 6 x−l
k2

+ T , l + k1k2
k2−k1

T 6 x 6 l
}

две задачи с

данными на характеристиках и найти u(x, t) всюду в Q:

u(x, t) =
k2

k2 − k1
ϕ(x− k1t)−

k1
k2 − k1

ϕ(0) +
1

k2 − k1

∫ x−k1t

0
ψ(z)dz (4)

в ∆2 и

u(x, t) =
k2

k2 − k1
ϕ(l)−

k1
k2 − k1

ϕ(x− k2t) +
1

k2 − k1

∫ l

x−k2t

ψ(z)dz (5)

в ∆4. Полагая в (4) x = 0, а в (5) x = l, получим управления

µ(t) =
k2

k2 − k1
ϕ(−k1t)−

k1
k2 − k1

ϕ(0) +
1

k2 − k1

∫

−k1t

0
ψ(z)dz, (6)

ν(t) =
k2

k2 − k1
ϕ(l)−

k1
k2 − k1

ϕ(l − k2t) +
1

k2 − k1

∫ l

l−k2t

ψ(z)dz. (7)

Предположим, что время успокоения T = l/k2. В этом случае пересечение

областей ∆1 и ∆3 — отрезок характеристики x−k2t = 0, − k1
k2−k1

l 6 x 6
k2

k2−k1
l.

Тогда условием разрешимости задачи управления будет

k2ϕ(x)− k1ϕ(0) +

∫ x

0
ψ(z)dz = 0, −

k1
k2
l 6 x 6 l,

u(x, t) в ∆2, ∆4 определяется формулами (4), (5), а управляющие функции
µ(t), ν(t)— формулами (6), (7) соответственно.

Для времен T > l/k2 условий (2), (3) недостаточно для нахождения u(x, t)
во всем рассматриваемом прямоугольнике Q, поэтому управления µ(t) и ν(t)
определяются неоднозначно. Рассмотрим этот случай подробнее.

Пусть l/k2 < T 6 −l/k1. Доопределим начальные условия на отрезке
[l − k2T, 0]:

u(x, 0) =

{

ϕ̃(x), l − k2T 6 x < 0,
ϕ(x), 0 6 x 6 l,

ut(x, 0) =

{

ψ̃(x), l − k2T 6 x < 0,
ψ(x), 0 6 x 6 l.

Обозначим

F (t) = −
k1

k2 − k1
ϕ̃(t) +

1

k2 − k1

∫ 0

t

ψ̃(z)dz.
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Чтобы управление было возможным, должно выполняться соотношение

k2
k2 − k1

ϕ(x) +
1

k2 − k1

∫ x

0
ψ(z)dz + F (l − k2T ) = 0, −k1T 6 x 6 l. (8)

Расширение промежутка задания начальных условий позволяет решить
задачу Коши в треугольнике

{

k2(t − T ) + l 6 x 6 k1t+ l, 0 6 t 6 k2
k2−k1

T
}

, а

затем и две задачи Гурса в областях
{

x−l
k2

+T 6 t 6 x
k1

+ T , 0 6 x 6 − k1
k2−k1

l
}

,
{

x−l
k1

6 t 6 x−l
k2

+ T , l + k1k2
k2−k1

T 6 x 6 l
}

и построить управления в виде

µ(t) =



















k2
k2−k1

ϕ(−k1t) +
1

k2−k1

∫

−k1t

0
ψ(z)dz + F (−k2t), 0 6 t < T − l

k2
,

k2(ϕ(−k1t)−ϕ(−k1T ))
k2−k1

− 1
k2−k1

∫

−k1T

−k1t

ψ(z)dz, T − l
k2

6 t 6 T,

(9)

ν(t) =















k2
k2−k1

ϕ(l)− k1
k2−k1

ϕ(l − k2t) +
1

k2−k1

∫ l

l−k2t

ψ(z)dz, 0 6 t 6 l
k2
,

k2
k2−k1

ϕ(l) + 1
k2−k1

∫ l

0
ψ(z)dz + F (l − k2t),

l
k2
< t 6 T.

(10)

Если T = −l/k1, то условие разрешимости задачи управления получается
из (8) при x = l. Оно удовлетворяется только соответствующим выбором

продолжений ϕ̃(x), ψ̃(x). В этом случае полное успокоение возможно при
любых начальных условиях. Управления имеют вид (9), (10).

Рассмотрим промежуток управления при T > −l/k1. В этом случае для
решения задачи (1)–(3) необходимо доопределить начальные условия на от-
резках [l − k2T, 0] и [l,−k1T ]. Пусть

u(x, 0) =







ϕ̃(x), l − k2T 6 x < 0,
ϕ(x), 0 6 x 6 l,
˜̃ϕ(x), l < x 6 −k1T ,

ut(x, 0) =







ψ̃(x), l − k2T 6 x < 0,
ψ(x), 0 6 x 6 l,
˜̃
ψ(x), l < x 6 −k1T .

Введём также функцию

G(t) =
k2

k2 − k1
˜̃ϕ(t) +

1

k2 − k1

∫ t

l

˜̃ψ(z)dz.

Функции F (t) и G(t) (фактически ϕ̃(x), ψ̃(x), ˜̃ϕ(x),
˜̃
ψ(x)) должны удовлетво-

рять соотношению

1

k2 − k1

∫ l

0
ψ(z)dz + F (l − k2T ) +G(−k1T ) = 0.

Как и в предыдущих случаях, решаем задачу Коши с начальными условиями
и две задачи с данными на характеристиках, в результате чего получаем
управления на левом и правом концах для −l/k1 < T < l/k2 − l/k1:
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µ(t) =



























k2
k2−k1

ϕ(−k1t) +
1

k2−k1

∫

−k1t

0
ψ(z)dz + F (−k2t), 0 6 t 6 T − l

k2
,

k2
k2−k1

ϕ(−k1t)−
1

k2−k1

∫ l

−k1t

ψ(z)dz −G(−k1T ), T − l
k2
< t 6 − l

k1
,

G(−k1t)−G(−k1T ), − l
k1
< t 6 T,

ν(t) =



























− k1
k2−k1

ϕ(l − k2t) +
1

k2−k1

∫ l

l−k2t

ψ(z)dz +G(l − k1t), 0 6 t 6 T + l
k1
,

− k1
k2−k1

ϕ(l − k2t)−
1

k2−k1

∫ l−k2t

0
ψ(z)dz − F (l − k2T ), T + l

k1
< t 6 l

k2
,

F (l − k2t)− F (l − k2T ),
l
k2
< t 6 T

и для T > l/k2 − l/k1:

µ(t) =



















k2
k2−k1

ϕ(−k1t) +
1

k2−k1

∫

−k1t

0
ψ(z)dz + F (−k2t), 0 6 t 6 − l

k1
,

F (−k2t)− F (l − k2T ) +G(−k1t)−G(−k1T ), − l
k1
< t 6 T − l

k2
,

G(−k1t)−G(−k1T ), T − l
k2
< t 6 T,

ν(t) =



















− k1
k2−k1

ϕ(l − k2t) +
1

k2−k1

∫ l

l−k2t

ψ(z)dz +G(l − k1t), 0 6 t 6 l
k2
,

F (l − k2t)− F (l − k2T ) +G(l − k1t)−G(−k1T ),
l
k2
< t 6 T + l

k1
,

F (l − k2t)− F (l − k2T ), T + l
k1
< t 6 T.

Таким образом, решена задача о полном успокоении для уравнения со
смешанной производной. При b = 0, c = −1 (что соответствует значени-
ям k1 = −1, k2 = 1) полученные результаты согласуются с результатами
В.А. Ильина для волнового уравнения.
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