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Рассматривается статистический критерий для проверки однородности про-
странственного распределения деревьев в лесном сообществе с учётом его воз-
растного состава. Даётся физическая интерпретация статистики критерия
и приводятся результаты вычислительных экспериментов, выполненных на на-
турных данных.
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Введение. Одним из традиционных средств статистического анализа осо-
бенностей размещения деревьев в лесном сообществе является анализ значе-
ний специальных функций, предложенных B. Ripley [1, 2].

Начиная с пионерских работ в этой области [3,4] и заканчивая последними
модификациями подхода B. Ripley [5,6] следует отметить определенный одно-
сторонний характер предлагаемых критериев, направленных на установление
либо разреженности, либо избыточного скопления объектов в пространстве.

В настоящей работе предлагается принципиально другой статистический
подход к изучению горизонтальной структуры древесных сообществ, позво-
ляющий локально характеризовать тенденции их пространственно-времен-
ного развития. Подход заключается в последовательном анализе размеще-
ния объектов с учётом их возраста в каждой подобласти заданного участка
местности в свете представлений о волновом характере пространственно-вре-
менной динамики популяций [7]. Статистический критерий для проверки слу-
чайности пространственно-возрастного распределения объектов строится на
базе вводимых числовых характеристик выраженности волнового процесса.

Формулировка метода. Как и в [1,2], ограничимся локальным анализом при
исследовании особенностей совместного размещения объектов в пространстве.

Пусть Wr(y)— круговое окно известного радиуса (r) с координатами цен-
тра y. Характеризуем положение в пространстве и возраст объекта (дерева)
парой случайных величин X (здесь и далее по тексту жирным шрифтом
выделены вектора или матрицы, причём полагается, что вектора — вектор-
столбцы) и A соответственно, имеющих плотность совместного распределе-
ния u(X, A), равную нулю вне окна Wr(y) и удовлетворяющую условию нор-
мировки. Заметим, что поскольку в работе рассматриваются вопросы, свя-
занные исключительно с горизонтальным размещением объектов, случайная
величина X полагается двумерной.

Идея предлагаемого статистического подхода заключается в отыскании
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единичного направления n, доставляющего экстремальные значения коэф-
фициенту корреляции ρ(n⊤X, A) и проходящего через центр данного окна.

Из постановки оптимизационной задачи и свойств коэффициента корре-
ляции следует, что выбор n, по крайней мере, двузначен и определяется с точ-
ностью до направления: если n доставляет экстремальное (например, макси-
мальное) значение ρ(n⊤X, A), то и −n также будет доставлять этой величине
экстремальное (но уже минимальное) значение. Разрешение этой неоднознач-
ности обеспечивается выбором такого направления, которое допускает более
ценную интерпретацию.

В качестве основы для такой интерпретации в работе принято явление
распространения волн плотности ценопопуляций [7, 8]. Если направление n
выбрано так, что оно указывает на скопление деревьев с малым возрастом,
то оказывается возможным локально отождествить n с фронтом распростра-
нения волны.

Проведем рассуждения, рассматривая для определенности три возраст-
ных группы деревьев, условно: младшую, среднюю и старшую. Ограничи-
ваясь только старшей возрастной группой и экстраполируя процесс даль-
нейшего развития сообщества, можно представить вероятную (локальную)
тенденцию пространственного изменения плотности распределения деревьев
этой возрастной группы: те экземпляры, которые в настоящий момент явля-
ются наиболее старшими, через некоторое время выпадут, и в эту (старшую)
возрастную группу попадут деревья, которые в настоящий момент относят-
ся к средней возрастной группе; аналогично, в среднюю возрастную группу
попадут представители младшей возрастной группы; таким образом, плот-
ность распределения деревьев старших возрастных групп имеет тенденцию
смещаться в направлении, задаваемом n.

Рассмотрим практические вопросы реализации предложенного подхода
и сформулируем на его основе статистический критерий.

Сохраняя введённые выше обозначения, придём к необходимости опти-
мизации некоторой оценки коэффициента корреляции ρ̂(n⊤X̂, Â) по выбо-

рочным данным (X̂, Â), где X̂— выборка векторов координат объектов, Â—
соответствующий набор оценок их возрастов. В контексте работы полага-
ется, что X̂ = (X̂1, X̂2, . . . , X̂N ), где Xi — вектор координат i-того объекта,

i = 1, 2, . . . , N , N — общее число объектов, Â = (Â1, Â2, . . . , ÂN ), а символом

«крышечка» обозначены выборочные данные. Таким образом, dim X̂ = 2×N
и произведения вида n⊤X̂ корректно определены в соответствии с традици-
онными представлениями.

Пусть E(·) и D(·) = E

(

(·)−E(·)
)2

— операторы взятия выборочных оценок
математического ожидания и дисперсии соответственно. Для определённости
положим E X̂ = N−1

∑N
k=1

X̂k. Тогда в качестве оценки коэффициента кор-
реляции может быть выбрано следующее [9]:

ρ̂(n⊤X̂, Â) =
n⊤Q√
n⊤Kn

, (1)

где

Q =
1

N
√
DA

N
∑

i=1

(X̂i − E X̂) · (Âi − E Â), K =
1

N

N
∑

i=1

(X̂i − E X̂)(X̂i − E X̂)⊤.
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Заметим, что для дальнейшего изложения важна форма выражения (1),
при этом в качестве Q и K могут использоваться различные статистические
оценки; это не повлияет на приводимые далее вычислительные аспекты на-
хождения оптимального направления n.

Выясним условия существования направления, доставляющего экстремаль-
ное значение выражению ρ̂ в (1).

Конечность величины ρ̂ обеспечивается требованием D Â > 0, означаю-
щим, что в текущем зондирующем окне W (y) находится, по крайней мере,
два объекта различного возраста, и положительной определенностью опера-
тора автокорреляции K, и также является не обременительным на практике
ограничением.

Определим экстремальные направления для ρ̂ при условии, что ‖n‖ = 1.
Полагая n = (cos(ϕ), sin(ϕ))⊤, выпишем необходимые условия экстремума
функции ρ̂:

dρ̂(n⊤X̂, Â)

dϕ
= − 1

(n⊤Kn)3/2
(

sin(ϕ)Q1K22 − sin(ϕ)Q2K12+

+ cos(ϕ)Q1K12 − cos(ϕ)Q2K11

)

= 0, (2)

где Qk, Kij — элементы матриц Q и K, определённых в (1). Поскольку зна-
менатель в уравнении (2) в силу положительной определённости матрицы K
положителен, нетрудно выписать решения этого уравнения в явном виде:

zk = arctg
Q2K11 −Q1K12

Q1K22 −Q2K12

+ πk, k ∈ Z.

Учитывая 2π-периодичность функции ρ̂(ϕ), для определения n достаточно
ограничиться одним значением ϕ0 = z0. Проделав дополнительные вычисле-
ния, можно показать, что d2ρ̂/dϕ2 6= 0 при ϕ = ϕ0. Узнать, является ли най-
денное экстремальное положение точкой максимума или минимума ρ̂, можно
из выражения (1). При n(ϕ0)

⊤Q > 0 направление n(ϕ0) доставляет макси-
мум ρ̂, при n(ϕ0)

⊤Q < 0— минимум, при n(ϕ0)
⊤Q = 0 (т. е. Q = 0) имеет

место случай отсутствия корреляции между возрастом и проекциями коорди-
нат положения объектов внутри зондирующего окна при любом возможном
направлении n. Последняя ситуация крайне маловероятна на практике и мо-
жет быть исключена, например, введением дополнительного ограничения на
минимальное по модулю допустимое значение ρ̂.

Важно отметить, что вид функции, количественно отражающей зависи-
мость между проекциями координат объектов и их возрастом (или какими-
либо другими характеристиками), может выбираться весьма произвольно; в
частности, специального внимания заслуживают функции, построенные на
базе ранговых статистик и позволяющие прийти к не менее ценным интер-
претациям.

Рассмотрим вопрос об исследовании случайности пространственного раз-
мещения деревьев. Традиционный подход к решению задачи заключается в её
представлении в свете аппарата теории случайных процессов [1–3]. При этом
в качестве критерия устанавливается скопление или разреженность разме-
щения объектов в пространстве. В качестве модели случайного простран-
ственно-возрастного распределения объектов примем независимое равномер-
ное распределение N объектов по площади и возрасту.
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На базе введённых представлений может быть построен статистический
критерий случайности пространственного распределения объектов, интер-
претация которого существенно отлична от приводимой в упомянутых выше
работах и связана с обозначенным волновым характером пространственно-
временной динамики ценопопуляции. Сформулируем один из возможных ва-
риантов такого статистического критерия.

Идеализированное представление о случайности характеризуется набо-
ром независимых равномерно распределённых случайных величин {(X1, A1),
(X2, A2),. . . ,(XN , AN )}, где Xi — вектор пространственных координат, а Ai —
возраст объекта. Обозначим через M количество случайно выбираемых на ис-
следуемой площади зондирующих окон радиуса r. На основе экстремальных
значений коэффициента корреляции и направлений n может быть построена

статистика Z∗(M,ρjn,nj , r}), где j = 1, 2, . . . ,M (конкретный вид использу-
емых статистик приводится ниже). Число зондирующих окон M определя-
ет чувствительность критерия. Критическая область для принятия решения
определяется по результатам статистического моделирования (метод Монте—
Карло) для каждого значения r.

Определив критическую область I(r, α) = [Z−
∗ (r, α), Z+

∗ (r, α)] при неко-
тором уровне значимости α, необходимо проверить принадлежность вычис-
ленного значения статистики найденному интервалу. Гипотеза о случайном
характере пространственно-возрастной структуры не отвергается при данном
уровне значимости α, если значение статистики оказывается внутри интер-
вала I(r, α), и отвергается в противном случае. На практике представляется
более удобным графическое (по аналогии с работами [2,5]) изображение Z∗(r)
и соответствующих граничных значений I(r, α) в зависимости от r.

Вычислительный эксперимент. Использование предложенного метода про-
иллюстрируем на примере обработки данных, полученных с пробной площа-
ди, заложенной в лесах Горнотаёжной станции ДВО РАН. Объектом иссле-
дования избрано многовидовое сообщество растений, автохтонно развиваю-
щееся на платообразной межгорной седловине после сплошной рубки. Мик-
рорельеф участка пробной площади формируют слабо выраженные, беспоря-
дочно расположенные возвышения и понижения, а общий уклон поверхности,
ориентированный на северо-запад, не превышает 5◦.

Применение метода предполагает наличие оцифрованных данных, содер-
жащих локальные (или географические) координаты объектов и их возраст.
Поскольку на момент написания статьи необходимые данные для получения
таких оценок отсутствовали, требуемый для работы метода возраст деревьев
был отождествлен с диаметром их стволов; учитывая принципиальную сто-
рону настоящей работы, такое допущение является вполне правомерным.

Рассмотрим вопрос об исследовании пространственно-возрастной струк-
туры сложения древостоя на примере дуба монгольского (Quercus mongolica
Fisch. ex Ledeb.). В качестве статистик выберем

Zmean(r) = M−1

M
∑

i=1

ρin(r), Zmin(r) = min
i=1,2,...,M

ρin(r), Zang(r) = M−1

M
∑

i=1

∠ni(r),

где M — количество случайно размещенных зондирующих окон (опыт вы-
числений показал, что достаточно ограничиться M = 1000); ∠ni(r) — угол,
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определяющий оптимальное направление n в i-том зондирующем окне ради-
уса r (в данной работе принималось, что ∠n ∈ [−π/2, 3π/2]).

Заметим, что выбор статистик, вообще говоря, произволен, однако пред-
ложенные имеют вполне ясные интерпретации. Величина Zmean(r) характери-
зует выраженность пространственно-возрастной упорядоченности в среднем
по площади; Zmin(r) определяет наиболее выраженную локальную упорядо-
ченность древостоя; Zang(r) характеризует среднее оптимальное направление
по площади.

При построении критической области критерия с помощью метода Мон-
те—Карло число статистических испытаний принималось равным 1000.

На рис. 1, 2 представлены результаты вычисления статистик Z∗(r) для ду-
ба монгольского и соответствующие им критические области. С учётом того,
что данный вид имеет наиболее рассеянный по площади характер распреде-
ления, анализ упорядоченности его размещения весьма интересен.

Выход сплошной линии из области, задаваемой пунктирными линиями
(критической области критерия), означает, что на данном масштабе расстоя-
ний (r) гипотеза о случайном характере пространственно-возрастной струк-
туры должна быть отвергнута.

Таким образом, из рис. 1 следует, что в среднем пространственно-возраст-
ная организация дуба монгольского не должна рассматриваться как случай-
ная на круговых участках c радиусом до 10 м. При этом для участков разме-
ром около 10 м на исследуемой площади наблюдается наибольшая упорядо-
ченность в сложении древостоя. При больших радиусах зондирующих окон
наблюдаемое пространственно-возрастное размещение объектов при данном
уровне значимости не отличается от случайного. При r = 5 ÷ 10 м на рис. 2
наблюдается существенное уклонение среднего угла оптимального направле-
ния, что также указывает на особенности организации дуба монгольского на
данных пространственных масштабах.

В дополнение к рассмотренным статистикам исследовалась возможность

Рис. 1. Пространственно-возрастная организация дуба монгольского (M = 1000): 1—
Z∗(r) = Zmean(r), 2—Z∗(r) = Zmin(r), сплошная линия — значение статистики, пунктирная

линия — критическая область критерия при α = 0,05
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Рис. 2. Пространственно-возрастная организация дуба монгольского (M = 1000): сплош-
ная линия — значение статистики, пунктирная линия — критическая область критерия при

α = 0,05

использования статистик, построенных на базе медианы, коэффициентов асим-
метрии и эксцесса. В результате вычислительных экспериментов было уста-
новлено, что данные показатели также чувствительны к особенностям про-
странственно-возрастного размещения объектов, однако наиболее чувстви-
тельной из них является статистика, построенная на базе медианы.

Учитывая принцип построения статистик, заметим, что они связаны с яв-
лением распространения волн плотности в пространственно-временных моде-
лях динамики популяций [7, 8]. Например, для статистики Zmin(r) при
r = 10 м, вычисленной для дуба монгольского, могут быть построены оценки
плотности вероятности присутствия объектов различных возрастных групп
в проекции на оптимальное направление n (рис. 3).

На рис. 3 представлены оценки плотности распределения Парзена-Розен-
блатта [10] (при построении оценок использовалось гауссово ядро) для пред-
ставителей трех возрастных групп дуба монгольского, находящихся в зонди-
рующем окне с минимальным значением коэффициента корреляции (оценка
плотности получена для проекций центров объектов на найденное оптималь-
ное направление n). Разбиение на три возрастные группы проводилось по
диаметру стволов деревьев: интервал возможных диаметров образцов, попав-
ших в окно, был разбит на три равные части; в соответствии с разбиением
формировались три группы — старшая, средняя и младшая. Сплошная линия
на рис. 3 — плотность распределения деревьев старшей возрастной группы,
пунктирная — средней, точечная — младшей. Таким образом, представите-
ли старшей возрастной группы имеют тенденцию «смещаться» (локально!)
в направлении n. Волновая интерпретация сохраняет свою силу и при боль-
ших размерах зондирующих окон, однако в этом случае пространственно-
возрастная упорядоченность объектов характеризуется меньшей величиной
коэффициента корреляции.

Полученный «снимок» пространственной динамики может быть полезен
при построении эвристических прогнозов развития растительного сообще-
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Рис. 3. Волны плотности в зондирующем окне

ства, анализа неоднородности его распределения по ареалу, изучении (иден-
тификации) пространственных градиентов экологических факторов среды
и исследовании особенностей совместного развития представителей видов в
многовидовом сообществе.

В заключение перечислим возможные области применения предложен-
ного метода (развитие которых требует отдельных исследований с учётом
изложенных представлений):

– разработка, верификация и адаптация моделей пространственно-вре-
менной динамики биосистем;

– количественная и качественная характеристика динамики компонентов
биосистем, сравнительный анализ их развития в различных природных
условиях;

– исследование особенностей распределения абиотических и биотических
факторов в экосистемах локального уровня;

– анализ пространственно-возрастной организации природных объектов.
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