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Строится обращение обобщенных потенциалов Стрихарца с особенностями
ядер на конечном объединении сфер в Rn с плотностями из пространства Lp,
1 6 p 6 2 и из пространства Харди H1 в неэллиптическом случае, когда их сим-
волы вырождаются на множестве меры нуль в R

n. Даётся также описание
рассматриваемых потенциалов в терминах обращающих конструкций.
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Введение. Рассматривается оператор свёртки

M
β
θ ϕ = m

β
θ ∗ ϕ (1)

с ядром, имеющим степенные особенности на конечном объединении сфер:

m
β
θ (y) = θ1(|y|)(r

2
1 − |y|2 + i0)β1−1 × . . .× θs−1(|y|)×

× r2s−1 − |y|2 + i0)βs−1−1θs(|y|)(1 − |y|2)βs−1
+ , (2)

где β = (β1, . . . , βs), βj > 0, 1 6 j 6 s, s > 2, 0 < r1 < r2 < . . . < rs−1 < rs = 1.
Здесь θj(r)— гладкие функции, θj(rj) 6= 0, 1 6 j 6 s.

Операторы вида (1) возникают при решении задачи Коши для волнового
уравнения (см. [1–3]). (Hp−Hq)-оценки для этих операторов, 0 < p 6 q <∞,
были получены в [4].

Методом аппроксимативных обратных операторов (АОО) строится обра-
щение потенциалов (2) с плотностями из пространства Lp, 1 6 p 6 2 и из
пространства Харди H1 в неэллиптическом случае, когда их символы вы-
рождаются на множестве меры нуль в Rn. Даётся также описание образов

M
β
θ (L

p) и Mβ
θ (H

1) в терминах обращающих конструкций.
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1. Предварительные сведения. Введём следующие обозначения: (Ff)(ξ) =

= f̂(ξ) =

∫

Rn

f(x)eiξxdx— преобразование Фурье функции f ; (F−1f)(ξ) =

= f̃(ξ) = (2π)−n(Ff)(−ξ)— обратное преобразование Фурье; R0(Rn) = {f :
f(x) = ϕ̂(x), ϕ(x) ∈ L1(Rn)}— винеровское кольцо; S — класс Шварца быстро
убывающих гладких функций; S ′ — пространство обобщённых функций мед-
ленного роста; C0(R

n) = {f : f ∈ C(Rn), f(∞) = 0}— пространство непрерыв-
ных функций, исчезающих на бесконечности; Wεϕ = wε ∗ ϕ— интеграл Гаус-

са—Вейерштрасса, где wε(x) = (4πε)−n/2e−|x|2/(4ε) (ŵε(ξ) = e−ε|ξ|2); Φ, Ψ—
пространства П.И. Лизоркина: Ψ = {ψ ∈ S : (Dνψ)(0) = 0, |ν| = 0, 1, . . . },
Φ = {ϕ ∈ S : ϕ̂ ∈ Ψ}.

Через H1 = H1(Rn) обозначим множество всех S ′-распределений таких,
что

f+(x) = sup
0<ε<∞

|(f ∗ ϕε)(x)| ∈ L1,

где ϕ ∈ S и

∫

Rn

ϕ(x)dx 6= 0, ϕε(x) = ε−nϕ(xε ) и (f ∗ ϕε)(x) = 〈f, ϕε(x − · )〉.

Положим ‖f‖H1 = ‖f+‖L1 (см. [5, с. 269]).
Пусть V — произвольное замкнутое множество в Rn. Через ΨV обозначим

класс всех функций из S, которые исчезают вместе со всеми своими произ-
водными на V :

ΨV = {ψ(ξ) ∈ S : Dkψ(ξ) = 0, ξ ∈ V, |k| = 0,1,2, . . . }.

Через ΦV обозначим класс прообразов Фурье функций из ΨV : ΦV =
= F−1(ΨV ).

Пространства ΨV и ΦV были введены и изучены С.Г. Самко (см. [6, § 3]).

Теорема 1 [6, с. 50]. Пусть f ∈ L1(Rn). Если ∂mf
∂xk1

...∂xkm
∈ Lp(Rn) при

каком-нибудь 1 < p 6 2 для всех m = 1, 2, . . . , n и любых k1, . . . , km, то
f(x) ∈ R0(Rn).

Теорема 2 [4]. Пусть βj > 0, 1 6 j 6 s, β0 = min{β1, . . . , βs}. Имеют
место следующие соотношения:

1) оператор M
β
θ ограничен из Lp в Lq, 1 < p 6 q < ∞, тогда и только

тогда, когда

1

p
+

1

q
6 1,

1

p
−
n

q
6 β0 или

1

p
+

1

q
> 1,

n

p
−

1

q
6 β0 + (n− 1);

2) оператор M
β
θ ограничен из L1 в Lq тогда и только тогда, когда

1− β0 <
1

q
6 1;

3) оператор M
β
θ ограничен из H1 в H1.

2. Основные результаты. Воспользуемся идеей обращения потенциалов с

символами m̂β(ξ) = (2π)n/22β−1|ξ|1−β−n/2Jβ−1+n/2(|ξ|) из [7].
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Обращение потенциала f = M
β
θ ϕ, ϕ ∈ Lp, 1 6 p 6 2, в неэллиптическом

случае, когда mes
{
ξ : m̂β

θ (ξ) = 0
}
= 0, будем строить в виде

T
β
θ f =

(Lp)

lim
ε→0

(L2)

lim
δ→0

T
β
θ,ε,δf, (3)

где

T
β
θ,ε,δf = F−1

(
m̂

β
θ (ξ) e

−ε|ξ|2
/(

|m̂β
θ (ξ)|

2 + iδ

))
∗ f, (4)

m̂
β
θ (ξ) =

∫ 1

0
ρn−1θ1(ρ)(r

2
1 − ρ2 + i0)β1−1 × . . .

. . . × θs−1(ρ)(r
2
s−1 − ρ2 + i0)βs−1−1θs(ρ)(1 − ρ2)βs−1

+ dρ

∫

Sn−1

ei(ρξ·σ) dσ.

Следующая теорема даёт обращение потенциалов Mβ
θ ϕ, ϕ ∈ Lp, 1 6 p 6 2.

Теорема 3. Пусть ϕ ∈ Lp, 1 6 p 6 2. Тогда

(
T
β
θ M

β
θ ϕ
)
(x) = ϕ(x), (5)

где T
β
θ — оператор (3).

Д о к а з ат е л ь ств о. Из теоремы 1 следует, что оператор (4) — оператор
свёртки с суммируемым ядром. Рассуждения будем основывать на равенстве

(T β
θ,ε,δM

β
θ ϕ)(x) = (Wεϕ)(x) − iδ(Nβ

θ,ε,δW ε
2

ϕ)(x), ε, δ > 0, (6)

где

N
β
θ,ε,δf = F−1

(
n
β
θ,ε,δ(ξ)

)
∗ f, n

β
θ,ε,δ(ξ) = e

−ε|ξ|2

2

/(
|m̂β

θ (ξ)|
2 + iδ

)
.

Для функций ϕ ∈ Φ равенство (6) проверяется переходом к образам Фурье.
Это равенство распространяется по ограниченности на все пространство Lp,
1 < p 6 2, с учетом того, что операторы в обеих частях (6) ограничены из Lp

в L1
γ , при некотором γ > 0, где

L1
γ =

{
f(x) :

∫

Rn

|f(x)|dx

(1 + |x|)γ
<∞

}
.

В случае p = 1 равенство (6) выполняется в смысле Φ′:

〈T β
θ,ε,δM

β
θ ϕ,ω〉 = 〈Wεϕ− iδN

β
θ,ε,δW ε

2

ϕ,ω〉, ω ∈ Φ. (7)

Из (7) следует, что
(
T
β
θ,ε,δM

β
θ ϕ
)
(x) = (Wεϕ) (x)− iδ

(
N

β
θ,ε,δW ε

2

ϕ
)
(x) + P (x), (8)

45



Ги л ь А.В., З а д о р ожн ы й А.И., Н о г и н В.А.

где P (x)— некоторый многочлен. Так как функции
(
T
β
θ,ε,δM

β
θ ϕ
)
(x), (Wεϕ) (x)

и
(
N

β
θ,ε,δW ε

2

ϕ
)
(x) принадлежат пространству L1, P (x) ≡ 0 в (8).

С учётом того, что Wεϕ → ϕ при ε → 0 по Lp-норме или почти всюду,
формула (5) будет следовать из равенства

lim
δ→0

δ2
∥∥∥(Nβ

θ,ε,δW ε
2

ϕ)(x)
∥∥∥
2

2
= 0. (9)

Докажем (9). Применяя равенство Парсеваля, получаем

δ2
∥∥∥(Nβ

θ,ε,δW ε
2

ϕ)(x)
∥∥∥
2

2
=

1

(2π)n

∫

Rn

δ2e
−ε|ξ|2

2

|m̂β
θ (ξ)|

4 + δ2

∣∣∣(Ŵ ε
2

ϕ)(ξ)
∣∣∣
2
dξ → 0 (10)

при δ → 0, с учётом того, что

lim
δ→0

δ2e
−ε|ξ|2

2

|m̂β
θ (ξ)|

4 + δ2

∣∣∣(Ŵ ε
2

ϕ)(ξ)
∣∣∣
2
= 0, ξ 6∈ {ξ : m̂β

θ (ξ) = 0}.

Предельный переход (10) обосновывается применением мажорантной теоре-
мы Лебега с учетом оценки

(
δ2e

−ε|ξ|2

2

/(
|m̂β

θ (ξ)|
4 + δ2

)) ∣∣∣(Ŵ ε
2

ϕ)(ξ)
∣∣∣
2
6 e

−ε|ξ|2

2

∣∣∣(Ŵ ε
2

ϕ)(ξ)
∣∣∣
2
∈ L1.

Здесь существенным являлся тот факт, что W ε
2

ϕ ∈ L2, если ϕ ∈ Lp, 1 6 p 6 2.

Кроме того, учтено, что функция

m̂
β
θ (ξ)e

−ε|ξ|2

2

/(∣∣∣∣m̂
β
θ (ξ)

∣∣∣∣
2

+ iδ

)

является 2-мультипликатором. �

Описание образа Mβ
θ (L

p), 1 6 p 6 2, даёт следующая теорема.

Теорема 4. Пусть β = (β1, . . . , βs), βj > 0, 1 6 j 6 s и 1 6 p 6 2. Тогда

M
β
θ (L

p) =
{
f ∈ Lq : T β

θ f ∈ Lp
}
,

где T
β
θ — оператор (3), q— произвольное число, 1 6 q 6 2, такое, что опера-

тор M
β
θ ограничен из Lp в Lq.

Док а з ат е л ь ств о. Вложение

M
β
θ (L

p) ⊂
{
f ∈ Lq : T β

θ f ∈ Lp
}

(11)

вытекает из теоремы 2.
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Докажем вложение

M
β
θ (L

p) ⊃
{
f ∈ Lq : T β

θ f ∈ Lp
}
,

обратное к (11). Пусть функция ω ∈ S такова, что ω̂(ξ) = 0 в некоторой

окрестности множества V = {ξ : m̂β
θ (|ξ|) = 0} (следовательно, ω ∈ ΦV ).

Имеем

〈Mβ
θ T

β
θ f, ω〉 = 〈T β

θ f,M
β
θ ω〉 = 〈

(Lp)

lim
ε→0

(L2)

lim
δ→0

T
β
θ,ε,δf,M

β
θ ω〉, (12)

где Mβ
θ — оператор свёртки с символом m̂

β
θ (|ξ|). С учётом (12) и того факта,

что сходимость по Lp норме предполагает сходимость в Φ′
V , получаем

〈Mβ
θ T

β
θ f, ω〉 = lim

ε→0
〈
(L2)

lim
δ→0

T
β
θ,ε,δf,M

β
θ ω〉 = lim

ε→0
lim
δ→0

〈T β
θ,ε,δf,M

β
θ ω〉 =

= lim
ε→0

lim
δ→0

〈f, T β
θ,ε,δ M

β
θ ω〉, (13)

где T β
θ,ε,δ — мультипликаторный оператор с символом

(
m̂

β
θ (ξ) e

−ε|ξ|2
)/(

|m̂β
θ (ξ)|

2 − iδ

)
.

Далее имеем

(T β
θ,ε,δ M

β
θ ω)(x) = (Wεω)(x) + iδ(Nβ

θ,ε,δW ε
2

ω)(x), ε, δ > 0, (14)

где Nβ
θ,ε,δ — ограниченный в L2 оператор, порождаемый 2-мультипликатором

e
−ε|ξ|2

2

/(
|m̂β

θ (ξ)|
2 − iδ

)
.

Равенство (14) проверяется переходом к преобразованиям Фурье.
С учётом (13) и (14) получаем

〈Mβ
θ T

β
θ f, ω〉 = lim

ε→0
〈f,Wεω〉+ lim

ε→0
lim
δ→0

〈f, iδNβ
θ,ε,δW ε

2

ω〉. (15)

Докажем, что

lim
δ→0

〈f, iδNβ
θ,ε,δW ε

2

ω〉 = 0. (16)

Так как (Nβ
θ,ε,δW ε

2

ω)(x) ∈ ΦV ,

〈f, iδNβ
θ,ε,δW ε

2

ω〉 = (2π)−n〈f̂ , iδF (Nβ
θ,ε,δW ε

2

ω)〉,
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где преобразование Фурье f̂ , понимаемое в смысле Φ′, совпадает с преобра-
зованием Фурье в пространстве Lq′ , 1

q + 1
q′ = 1 (в соответствии с теоремой

Хауссдорфа—Юнга).
Применяя неравенство Гёльдера, будем иметь

∣∣〈f̂ , iδF (Nβ
θ,ε,δW ε

2

ω)〉
∣∣ 6 δ‖f̂‖q′

{∫

Rn

e−εq|ξ|2 |ω̂(ξ)|q

|m̂β
θ (ξ)|

2q

dξ

} 1

q

.

Заметим, что интеграл в правой части (17) конечен, так как ω̂(ξ) = 0 в неко-
торой окрестности множества V .

Переходя в (17) к пределу при δ → 0, получаем (16).
Из (15) и (16) следует, что

〈Mβ
θ T

β
θ f, ω〉 = lim

ε→0
〈f,Wεω〉 = 〈f, ω〉. (18)

Переходя к завершающему этапу доказательства, для заданной функции
ω ∈ S выберем последовательность {ωN}, ωN ∈ ΦV , такую, что ω̂N (ξ) обра-
щается в нуль в некоторой окрестности множества V и

(Lq′ )

lim
N→∞

ωN = ω, 1 < q 6 2 и
(C0)

lim
N→∞

ωN = ω

(возможность выбора такой последовательности доказана в [6, §3]).

Из (18) вытекает, что 〈Mβ
θ T

β
θ f, ωN 〉 = 〈f, ωN 〉. Переходя в этом равенстве

к пределу при N → ∞ на основании мажорантной теоремы Лебега, получаем

〈f, ω〉 = 〈Mβ
θ T

β
θ f, ω〉, ω ∈ S, откуда следует, что f(x) = (Mβ

θ T
β
θ f)(x) для

почти всех x ∈ Rn. �

3. Обращение и описание потенциалов M
β
θ ϕ с H1-плотностями. Обраще-

ние потенциала f = M
β
θ ϕ, ϕ ∈ H1 в неэллиптическом случае будем строить

в виде

T
β
θ f =

(H1)

lim
ε→0

(L2)

lim
δ→0

T
β
θ,ε,δf, (19)

где T β
θ,ε,δ определяется равенством (4).

Теорема 5. Пусть ϕ ∈ H1. Тогда

M
β
θ (H

1) =
{
f ∈ H1 : T β

θ f ∈ H1
}
,

где T
β
θ — оператор (19).

Доказательство теоремы 5 проводится по той же схеме, что и доказатель-
ство теорем 3 и 4.
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n. We also give the description of these potentials in terms of the
inverting constructions.
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