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Рассматривается нестационарная задача электроупругости для анизотропно-
го пьезокерамического цилиндра конечных размеров при окружной поляризации
материала в случае действия на его внешней радиальной поверхности тангенци-
альных напряжений и электрического потенциала, являющихся произвольными
функциями аксиальной координаты и времени. Новое замкнутое решение полу-
чено методом разложения по собственным вектор-функциям в форме струк-
турного алгоритма конечных преобразований. Построенный алгоритм позволя-
ет определять частоты собственных колебаний, напряженно-деформированное
состояние элемента, а также все компоненты индуцируемого электрического
поля.

Ключевые слова: связанная задача электроупругости, цилиндр конечных разме-
ров, осесимметричная динамическая нагрузка.

Введение. Основным элементом широкого класса импульсных преобразо-
вателей энергии является пьезокерамический цилиндр конечных размеров,
работа которого основана на связанности механических и электрических по-
лей напряжения. В случае окружной поляризации пьезоматериала данный
эффект наблюдается только при распространении нестационарных волн кру-
чения. В связи с определенной сложностью данного исследования большин-
ство работ сводится к задачам электроупругости для бесконечного цилиндра
при установившемся режиме вынужденных колебаний [1], а также исследова-
нию нормальных осесимметричных и неосесимметричных волн кручения [2,3]
в элементе конечных размеров. Также можно отметить решение, справедли-
вое для неоднородных кристаллов тетрагональной симметрии 422 класса при
действии на криволинейных поверхностях элемента динамической нагрузки
в виде электрического потенциала или касательных напряжений [4].

1. Постановка задачи. В настоящей работе исследуется полый анизотроп-
ный цилиндр, занимающий в цилиндрической системе координат (r∗, θ, z∗)
область Ω: {a 6 r∗ 6 b, 0 6 θ 6 2π, 0 6 z∗ 6 h} и выполненный из пьезокера-
мического материала с наведенной окружной поляризацией.

Для рассматриваемой задачи можно сформулировать различные физиче-
ски реализуемые краевые условия. Для определённости принимаем неэлек-
тродированные торцевые плоскости свободными от механических напряже-
ний, а радиальные поверхности полагаем электродироваными с заземлением
закрепленной внутренней её части.

Краевая задача моделирует работу пьезоэлементов в приборах прямого и
обратного пьезоэффекта при действии на внешней криволинейной поверхно-
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сти цилиндра соответственно тангенциальных напряжений q∗(z∗, t∗) (вари-
ант «а» краевых условий) и потенциала V ∗(z∗, t∗) (вариант «б»). В первом
случае механическое воздействие трансформируется в электрический сигнал,
при этом радиальные плоскости подключены к измерительному прибору с
большим входным сопротивлением, что соответствует режиму «холостого хо-
да» [5] (отсутствию свободных электрических зарядов), а во втором — элек-
трическая нагрузка приводит к деформации образца.

В общем случае дифференциальные уравнения движения и электроста-
тики однородной упругой анизотропной среды в цилиндрической системе ко-
ординат записываются в виде [2]

∂σrθ
∂r∗

+
∂σzθ
∂z∗

+
2

r∗
σrθ − ρ

∂2ν∗

∂t2
∗

= 0,
∂Dr

∂r∗
+

Dr

r∗
+

∂Dz

∂z∗
= 0. (1)

При окружной поляризации уравнения состояния пьезокерамического те-
ла определяются следующими соотношениями [1, 2]:

σrθ = C55

(∂ν∗

∂r∗
−

ν∗

r∗

)

− e15Er, σzθ = C55
∂ν∗

∂z∗
− e15Ez,

Dr = ε11Er + e15

(∂ν∗

∂r∗
−

ν∗

r∗

)

, Dz = ε11Ez + e15
∂ν∗

∂z∗
, (2)

Ez = −
∂φ∗

∂z∗
, Er = −

∂φ∗

∂r∗
.

В соотношениях (1), (2) используются следующие обозначения: t∗ — вре-
мя; σrθ(r∗, z∗, t∗), σzθ(r∗, z∗, t∗)— компоненты тензора механических напря-
жений; ν∗(r∗, z∗, t∗ — тангенциальная составляющая вектора перемещений;
Dr(r∗, z∗, t∗), Dz(r∗, z∗, t∗), Er(r∗, z∗, t∗), Ez(r∗, z∗, t∗), φ

∗(r∗, z∗, t∗)— компо-
ненты векторов индукции, напряжённости и потенциал электрического поля;
ρ, C55, e15 — объёмная плотность, модуль упругости и пьезомодуль анизотроп-
ного электроупругого материала; ε11 — диэлектрическая проницаемость.

После подстановки (2) в (1) получаем систему дифференциальных уравне-
ний, граничные и начальные условия рассматриваемой динамической задачи
теории электроупругости в безразмерной форме:

( ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
−

1

r2

)

ν +
∂2ν

∂z2
+

(

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

∂2

∂z2

)

φ−
∂2ν

∂t2
= 0,

( ∂2

∂r2
+

∂2

∂z2

)

ν −C55ε11e
−2
15

( ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂z2

)

φ = 0;

(3)

z = 0, L : σzθ = C55

(∂ν

∂z
+

∂φ

∂z

)

= 0,

Dz = −C55ε11e
−1
15

∂φ

∂z
+ e15

∂ν

∂z
= 0;

(4)

r = 1, k : ν(k, z, t) = 0, φ(k, z, t) = 0,

а) σrθ
∣

∣

r=1
= C55

(∂ν

∂r
−

ν

r
+

∂φ

∂r

)

= q∗(z, t),

Dr

∣

∣

r=1
= −C55ε11e

−1
15

∂φ

∂r
+ e15

(∂ν

∂r
−

ν

r

)

= 0;

б) σrθ
∣

∣

r=1
= C55

(∂ν

∂r
−

ν

r
+

∂φ

∂r

)

= 0, φ(1, z, t) = V (z, t);

(5)
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t = 0 : ν(r, z, 0) = ν0(r, z), ν̇(r, z, 0) = ν̇0(r, z), (6)

где ν = ν∗/b, r = r∗/b, z = z∗/b, L = h/b, k = a/b, φ = φ∗e15/(bC55), V =

= V ∗e15/(bC55), t = t∗
√

C55/ρ/b; ν0, ν̇0 — известные в начальный момент вре-
мени тангенциальные перемещения и их скорости. Здесь и ниже точка обо-
значает дифференцирование по времени.

Соотношения (3)–(6) и представляют математическую формулировку рас-
сматриваемой начально-краевой задачи электроупругости.

2. Построение общего решения. Применяем к начально-краевой задаче
(3)–(6) косинус-преобразование Фурье с конечными пределами по перемен-
ной z. В пространстве изображений получаем следующую краевую задачу:

( ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
−

1

r2
− j2n

)

νc +
( ∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− j2n

)

φc −
∂2νc
∂t2

= 0,
( ∂2

∂r2
− j2n

)

νc − C55ε11e
−2
15

( ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− j2n

)

φc = 0;

(7)

r = 1, k : νc(k, n, t) = 0, φc(k, n, t) = 0;

а)
[∂νc
∂r

− νc +
∂φc

∂r

]

r=1
= Nc,

[

−C55ε11e
−1
15

∂φc

∂r
+ e15

(∂νc
∂r

− νc

)]

r=1
= 0;

б)
[∂νc
∂r

− νc +
∂φc

∂r

]

r=1
= 0, φc(1, n, t) = Vc(n, t);

(8)

t = 0 : νc(r, n, 0) = ν0c(r, n), ν̇c(r, n, 0) = ν̇0c(r, n), (9)

где

νc(r, n, t) =

∫ L

0
ν(r, z, t) cos jnzdz, φc(r, n, t) =

∫ L

0
φ(r, z, t) cos jnzdz,

ν0c(r, n) =

∫ L

0
ν0(r, z) cos jnzdz, ν̇0c(r, n) =

∫ L

0
ν̇0(r, z) cos jnzdz,

Nc(n, t) =

∫ L

0
q∗(z, t)C−1

55 cos jnzdz, Vc(n, t)} =

∫ L

0
V (z, t) cos jnzdz,

jn = nπ/L, n = 0, 1, 2, . . . .

Следует заметить, что при действии равномернораспределенной дина-
мической нагрузки по всей радиальной поверхности цилиндра с незакреп-
ленными и неэлектродированными торцевыми плоскостями трансформанты
Nc(n, t), Vc(n, t) принимают ненулевые значения только при n = 0. В этом
случае рассматривается более простая задача, связанная с анализом длинно-
го цилиндра.

На следующем этапе решения к начально-краевой задаче (7)–(9) применя-
ется процедура стандартизации по переменной r (приведение краевых усло-
вий к однородным). Для этого трансформанты Фурье νc, φc представляются
в виде

νc(r, n, t) = H1c(r, n, t) + pc(r, n, t),
φc(r, n, t) = H2c(r, n, t) + χc(r, n, t),

(10)
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где

а) H1c(r, n, t) = f1(r)Nc, H2c(r, n, t) = f2(r)Nc;
б) H1c(r, n, t) = 0, H2c(r, n, t) = f3(r)Vc.

Подстановка (10) в (7)–(9) с учётом условий

а) f1(1) = f1(k) = 0, f ′

1(1) = C55ε11(e
2
15 + C55ε11)

−1,
f2(k) = 0, f ′

2(1) = e215(e
2
15 + C55ε11)

−1;
б) f3(1) = 1, f3 (k) = f ′

3(1) = 0,
(11)

позволяет получить начально-краевую задачу относительно функций pc, χc

с однородными граничными условиями по координате r:

( ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
−

1

r2
− j2n

)

pc +
( ∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− j2n

)

χc −
∂2pc
∂t2

= B1c,

( ∂2

∂r2
− j2n

)

pc −C55ε11e
−2
15

( ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− j2n

)

χc = B2c;

(12)

r = 1, k : pc(k, n, t) = 0, χc(k, n, t) = 0;

a)
[∂pc
∂r

− pc

]

r=1
= 0,

∂χc

∂r

∣

∣

∣

r=1
= 0;

б)
[∂pc
∂r

− pc +
∂χc

∂r

]

r=1
= 0, χc(1, n, t) = 0;

(13)

t = 0 : pc(r, n, 0) = p0c(r, n), ṗc(r, n, 0) = ṗ0c(r, n), (14)

где

B1c = −
( ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
−

1

r2
− j2n −

∂2

∂t2

)

H1c −
( ∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− j2n

)

H2c,

B2c = −
( ∂2

∂r2
− j2n

)

H1c + C55ε11e
−2
15

( ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− j2n

)

H2c;

p0c(r, n) = ν0c(r, n)−H1c

∣

∣

t=0
, ṗ0c(r, n) = ν̇0c(r, n)− Ḣ1c

∣

∣

t=0
.

В равенствах (11) и ниже штрих обозначает дифференцирование по перемен-
ной r.

Функции f1(r), f2(r), f3(r) определяются из дифференциальных уравне-
ний

f ′′′

1 (r) = 0, f ′′

2 (r) = 0, f ′′′

3 (r) = 0. (15)

Начально-краевая задача (12)–(14) относительно pc(r, n, t), χc(r, n, t) ре-
шается при помощи структурного алгоритма метода конечных интеграль-
ных преобразований (КИП) [6]. Введём на сегменте [k, 1] вырожденное КИП
с неизвестными компонентами K1(λin, r), K2(λin, r) вектор-функции ядра
преобразования:
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G(λin, n, t) =

∫ 1

k

pc(r, n, t)K1(λin, r)rdr,

pc(r, n, t) =

∞
∑

i=1

G(λin, n, t)K1(λin, r)‖Kin‖
−2,

χc(r, n, t) =

∞
∑

i=1

G(λin, n, t)K2(λin, r)‖Kin‖
−2,

‖Kin‖
2 =

∫ 1

k

K2
1 (λin, r)rdr,

(16)

где λin, i ∈ N— положительные параметры, образующие счётное множество;
‖Kin‖— норма вектор-функции вырожденного преобразования. При этом кру-
говые частоты осесимметричных колебаний цилиндра ωin связаны с λin за-
висимостью

ωin =
λin

b

√

C55

ρ
.

Подвергая систему уравнений (12) преобразованиям в соответствии со
структурным алгоритмом [6], получаем счётное множество задач Коши для
трансформанты G(λin, n, t):

G̈(λin, n, t) + λ2
inG(λin, n, t) = −F (λin, n, t),
n = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, 3, . . . ,

(17)

G(λin, n, 0) = G0(λin, n), Ġ(λin, n, 0) = Ġ0(λin, n) (18)

и однородную краевую задачу для компонент K1, K2 ядра КИП:

( d2

dr2
+

1

r

d

dr
−

1

r2
− j2n + λ2

in

)

K1 +
( d2

dr2
+

2

r

d

dr
− j2n

)

K2 = 0,

( d2

dr2
− j2n

)

K1 − C55ε11e
−2
15

( d2

dr2
+

1

r

d

dr
− j2n

)

K2 = 0;

(19)

r = 1, k : K1(λin, k) = 0, K2(λin, k) = 0;

a)
[dK1

dr
−K1

]

r=1
= 0,

dK2

dr

∣

∣

∣

r=1
= 0;

б)
[dK1

dr
−K1 +

dK2

dr

]

r=1
= 0, K2(λin, 1) = 0.

(20)

Здесь

F (λin, n, t) =

∫ 1

k

[B1K1 +B2K2]r dr, G0(λin, n) =

∫ 1

k

p0cK1r dr,

Ġ0(λin, n) =

∫ 1

k

ṗ0cK1r dr.

С учётом (18) решение уравнения (17) записывается в виде
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G(λin, n, t) = G0 cos λint+ Ġ0λ
−1
in sinλint+

+ λ−1
in

∫ t

0
F (λin, n, t) sinλin(t− τ)dτ. (21)

Система (19) сводится к следующему разрешающему дифференциально-
му уравнению относительно K1(λin, r):

KIV
1 +

4

r
K ′′′

1 + b1K
′′

1 +
b2
r
K ′

1 + j2n

(

b3 +
b4
r2

)

K1 = 0, (22)

где b1 = λ2
inb4−2j2n, b2 = 3b4−4j2n, b3 = j2n−λ2

inb4, b4 = (C55ε11)(C55ε11 + e215)
−1.

Частное решение дифференциального уравнения (22) находится методом
разложения функции K1 в степенной ряд:

K1 = rβ
∞
∑

f=0,2,4

afr
f , β = const. (23)

После подстановки (23) в (22), приравнивая нулю все множители с одина-
ковой степенью, получаем систему алгебраических уравнений относительно
af , решение которых позволяет определить все коэффициенты относитель-
но a0. Полагая a0 = β(β + 1), получаем выражения для определения af :

a2 = −
b1β(β − 1) + b2β + j2nb4

(β + 2)(β + 3)
,

af = −
j2nb3af−4 +

[

b1(β + f − 2)(β + f − 3) + b2(β + f − 2) + j2nb4
]

af−2

(β + f + 1)(β + f)(β + f − 1)(β + f − 2)
,

f = 4, 6, 8 . . . ,

а также характеристическое уравнение для определения параметра β:

β(β + 1)(β − 1)(β − 2) = 0.

При β = 0 и β = 1 получаем первые два линейно независимых решения.
Оставшиеся решения будем искать в следующем виде:

K1 = ln(r)
∞
∑

f=0,2,4

afr
f+β +

∞
∑

f=0,2,4

mfr
f−β, (24)

где β = 0 и β = 1.
Принимая во внимание (24) и приравнивая все множители разложения

(22) с одинаковой степенью, определяем коэффициенты mf :

m0 = −
6a2
j2nb4

при β = 0, m0 =
2a0

2b1 − b2 + j2nb4
при β = 1,

m2 = 1,
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mf = −
{

[

b1(2f − 2β − 5) + b2
]

af−4+

+
[

4f3 + 6(1 − 4β)f2 + (24β − 2)f + 2− 8β
]

af−2+

+ j2nb3mf−4 +
[

b1(f − β − 2)(f − β − 3) + b2(f − β − 2) + j2nb4
]

mf−2

}

×

×
[

f(f − 1)(f − 2)(f − 4β + 1)
]

−1
f = 4, 6, 8, . . . .

В результате общее решение дифференциального уравнения (22) имеет вид

K1(λin, r) =

4
∑

w=1

Dw(in)Nw(λin, r), (25)

где

N1(λin, r) =
∑

f=0,2,4,...

afr
f , N2(λin, r) =

∑

f=0,2,4,...

afr
f+1,

N3(λin, r) = ln(r)N1(λin, r) +
∑

f=0,2,4,...

mfr
f ,

N4(λin, r) = ln(r)N2(λin, r) +
∑

f=0,2,4,...

mfr
f−1.

Используя зависимости между K1(λin, r) и K2(λin, r), полученные в про-
цессе приведения (19) к (22), получаем выражения для второй компоненты
ядра преобразований:

K2(λin, r) = −(b4j
2
n)

−1
4

∑

w=1

Dw(in)Pw(λin, r),

Pw(λin, r) =
[

r
d3

dr3
+ 3

d2

dr2
+
(

λ2
inb4 − j2n

)

r
d

dr
+ (26)

+b4

(

2λ2
in − j2n

e215
C55ε11

)

− 2j2n

]

Nw(λin, r).

Подстановка (25), (26) в граничные условия (20) формирует однородную
систему уравнений относительно постоянных D1in, D2in, D3in, D4in. Разыс-
кивая её нетривиальные решения, получаем трансцендентное уравнение для
вычисления собственных значений λin:

det[Bsw] = 0, s, w = 1, 2, 3, 4;

B1w = Nw(λin, k), B2w = Pw(λin, k);
а) B3w = N ′

w(λin, 1)−Nw(λin, 1), B4w = P ′

w(λin, 1);
б) B3w = N ′

w(λin, 1)−Nw(λin, 1) + P ′

w(λin, 1), B4w = Pw(λin, 1).

Без ограничения общности принимая D1in = 1, оставшиеся постоянные
интегрирования определяются при решении системы неоднородных уравне-
ний





B22 B23 B24

B32 B33 B34

B42 B43 B44









D2in

D3in

D4in



 = −





B21

B31

B41



 ,

записанной в матричном виде.
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3. Расчётные соотношения. Заключительным этапом исследования явля-
ется определение функций f1(r), f2(r), f3(r), входящих в представления (10).
Для этой цели воспользуемся дифференциальными уравнениями (15) и соот-
ветствующими граничными условиями (11). В результате имеем

а) f1(r) = b4[r
2 − (k + 1)r + k](1 − k)−1, f2(r) =

e215
e215 + C55ε11

(r − k);

б) f3(r) = (k − 1)−2[−r2 + 2r + k(k − 2)].

Применяя к трансформанте (21) последовательно формулы обращения
КИП (16), а затем конечных косинус-преобразований Фурье, с учётом (10)
получаем следующие разложения для ν(r, z, t), φ(r, z, t):

ν(r, z, t) =

∞
∑

n=0

Ω−1
[

H1(r, n, t) +

∞
∑

i=1

G(λin, n, t)K1(λin, r)‖Kin‖
−2

]

cos jnz,

φ(r, z, t) =

∞
∑

n=0

Ω−1
[

H2(r, n, t) +

∞
∑

i=1

G(λin, n, t)K2(λin, r)‖Kin‖
−2

]

cos jnz,

где Ωn =

{

L, n = 0,

L/2, n 6= 0.

Разность потенциалов Q(t) в задаче прямого пьезоэффекта определяется
следующим образом [7]:

Q(t) = (z2 − z1)
−1

∫ z2

z1

φ(1, z, t)dz,

где z1, z2 — соответственно нижняя и верхняя границы внешней цилиндриче-
ской поверхности, на которую действует нагрузка q(z, t).

4. Численный анализ результатов. В качестве примера рассматривается
пьезокерамический цилиндр из состава ЦТС-19 [2] при действии на внешней
радиальной поверхности следующего электрического воздействия:

V (z, t) = V [H(z − z1)−H(z − z2)] sin θt,

где V — амплитудное значение нагрузки, θ — частота вынужденных колеба-
ний, H(z)— единичная функция Хэвисайда.

В таблице приведены собственные значения λin свободных осесимметрич-
ных колебаний элемента для различных значений относительной толщины

Собственные значения λin свободных осесимметричных колебаний
пьезокерамического цилиндра

краевые условия «а» краевые условия «б»
b/a = 2 b/a = 5 b/a = 2 b/a = 5

i = 1 i = 2 i = 1 i = 2 i = 1 i = 2 i = 1 i = 2

n = 0 2,50 11,63 0,75 7,41 2,05 11,50 0,63 7,09
n = 1 4,68 12,27 3,99 8,30 3,91 11,93 3,40 8,02
n = 3 8,32 14,07 7,95 10,78 7,16 13,58 6,98 10,43
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b/a (h = b). При увеличении параметра b/a жёсткость конструкции пони-
жается и соответственно наблюдается уменьшение λin. Кроме того, подтвер-
ждаются известные экспериментальные и теоретические [1,2] результаты, что
электрические краевые условия оказывают влияние на частоту собственных
колебаний, и более низкие значения наблюдаются при подключении электро-
дированных поверхностей к источнику электрического напряжения (краевые
условия «б»).

Рис. 1. Зависимость тангенциальных перемеще-
ний внешней криволинейной поверхности цилин-

дра от времени

Рис. 2. Изменение амплитудных значений танген-
циальных перемещений по высоте цилиндра при

различных загружениях

На рис. 1 показаны графики
изменения по времени t танген-
циальных перемещений внеш-
ней криволинейной поверхности
ν(1, z, t). Цифрами обозначены
кривые, соответствующие следу-
ющим вариантам: 1) θ = 0,6λ10,
2) θ = 0,2λ10 (λ10 — собственные
значения основного тона колеба-
ний, b/a = 5, z1 = 0, z2 =
= L). Результаты расчёта пока-
зывают, что даже при действии
гармонической нагрузки допу-
щение об установившемся режи-
ме вынужденных колебаний [1,2]
можно использовать только то-
гда, когда частотные характери-
стики внешнего воздействия θ
существенно меньше собственно-
го значения λ10 цилиндра.

На рис. 2 изображены ампли-
тудные значения тангенциаль-
ных перемещений внешней ра-
диальной поверхности цилиндра
при различной степени его за-
гружения. Цифры соответству-
ют следующим случаям: 1) z1 =
= 0, z2 = L; 2) z1 = 0, z2 = 3L/4;
3) z1 = 0, z2 = L/2; 4) z1 = 0,

z2 = L/4. Следует подчеркнуть, что область внешнего воздействия оказывает
существенное влияния как в количественном, так и в качественном отноше-
ниях на деформированное состояние системы.

В заключение можно отметить, что рассмотренный метод решения поз-
воляет также получить результаты для случая «короткого замыкания» [2],
используемые при определении электроакустической чувствительности пье-
зопреобразователей, работающих в резонансном режиме.
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