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Необходимость рассмотрения сопряжения, когда на одной части области
задано уравнение параболического типа, а на другой — уравнение гиперболи-
ческого типа, была впервые высказана И.М. Гельфандом в 1959 г. [1]. К за-
даче сопряжения приводит изучение электрических колебаний в проводах.
Такого рода задачи встречаются также при изучении движения жидкости
в канале, окруженной пористой средой, в теории распространения электро-
магнитных полей и в ряде других областей физики. Так, в канале гидроди-
намическое давление жидкости удовлетворяет волновому уравнению, а в по-
ристой среде — уравнению фильтрации, которое в данном случае совпадает
с уравнением диффузии [2]. При этом на границе канала выполняются неко-
торые условия сопряжения. Аналогичная ситуация имеет место для магнит-
ной напряженности электромагнитного поля в указанной выше неоднород-
ной среде [3]. Большой интерес представляет изучение влияния вязкоупругих
свойств нефти на различные технологические процессы ее добычи [4,5]. Если
рассмотреть совместное движение различных несмешивающихся жидкостей
в трещинах и пористых пластах с учетом вязкоупругих характеристик, то
движение вязкоупругой и вязкой жидкостей в плоской горизонтальной тре-
щине без учета поверхностных явлений описывается одномерным гиперболи-
ческим уравнением и уравнением теплопроводности с интегро-дифференци-
альными условиями на границе раздела движущихся жидкостей.

В монографии А. Г. Шашкова [7] строится структурная модель теплопро-
водности в системе, составленной из теплоизолированных с боковой поверх-
ности ограниченного и полуограниченного стержней, имеющих одинаковую
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температуру. На свободный конец системы поступает изменяющийся во вре-
мени тепловой поток. Температурное поле в ограниченном стержне описы-
вается обычным уравнением теплопроводности, а в полуограниченном — ги-
перболическим уравнением. Теплофизические свойства стержней различны.
В месте соприкосновения стержней имеет место идеальный тепловой поток.
Большой интерес представляет изучение математических моделей, описыва-
ющих влияние растительного покрова на теплообменные процессы в почве
и приземном воздухе, при котором возникает необходимость исследования
задачи для двух уравнений: уравнения Аллера переноса влаги, предпола-
гающего бесконечную скорость распространения возмущения, и уравнение
А.В. Лыкова, учитывающего конечную его скорость. При этом коэффициен-
ты уравнений таковы, что они инвариантны относительно групп преобразо-
ваний.

Достаточно полная библиография, посвященная постановке и решению
сопряженных задач для почв различных структур при различных услови-
ях на границе «почва — воздух», имеется в монографии А.Ф. Чудновско-
го [8]. В связи с изложенным возникает необходимость поиска корректно по-
ставленных краевых задач, сформулированных одновременно для волнового
уравнения и уравнения теплопроводности. Среди ранних работ, тесно при-
мыкающих по тематике к данной статье, особо отметим работу Г.М. Стру-
чиной [9]. Она посвящена задаче сопряжения двух уравнений по простран-
ственной переменной. Эта задача эквивалентно сводится к интегральному
уравнению Вольтерра второго рода, решение которого получено в замкнутой
форме. Л.А. Золина исследовала корректную постановку задачи сопряжения
по временной переменной для таких уравнений и изучила структурные и ка-
чественные свойства решения [10]. М.А. Абдрахманов методом интеграль-
ных преобразований доказал однозначную разрешимость двумерной задачи
сопряжения [11]. Е.А. Островский рассмотрел также одномерную задачу со-
пряжения двух уравнений, когда в граничные условия входят производные
по времени методом контурных интегралов [12]. В.И. Корзюк исследовал од-
нозначную разрешимость задачи о сопряжении уравнений гиперболического
и параболического типов в многомерном случае методами функционального
анализа [13].

За последние несколько десятилетий в математической литературе появи-
лось значительное количество публикаций, посвященных задачам сопряже-
ния по временной переменной. Достаточно полная библиография по этой тео-
рии содержится в монографиях Т.Д. Джураева [14], Т.Д. Джураева, А. Со-
пуева и М. Мамажанова [15], в докторских диссертациях Д. Базарова [16],
В.А. Елеева [17], О.А. Репина [18], К.Б. Сабитова [19]. В приведенных выше
работах задачи сопряжения двух уравнений по пространственной переменной
в основном изучались для бесконечных или полубесконечных областей.

В настоящей работе решаются задачи о сопряжении гиперболического
и параболического уравнений по пространственной переменной в конечных
областях. Здесь отметим работу В.А. Нахушевой [20], в которой в конечной
области построена корректная математическая модель задачи сопряжения,
найдены фундаментальные соотношения между температурой и ее градиен-
том в точке идеального контакта составной системы.
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Рассматривается уравнение

0 =

{

(−x)mutt − a2uxx + b2u, 0 6 m 6 2, x < 0,

ut − c2uxx, x > 0
(1)

в конечной области Ω, ограниченной отрезками AB, BB0 и A0B0 прямых
t = 0, x = 1, t = 1 соответственно и характеристиками AC : ξ = t−(2/(m+2)×
×(−x))(m+2)/2 = 0, A0C : η = t+(2/(m+2)(−x))(m+2)/2 = 1, Ω1 = Ω

⋂

(x > 0),
Ω2 = Ω

⋂

(x < 0).
Задача T β

α . Найти функцию u(x, t), которая удовлетворяет следующим
условиям:

1) является регулярным решением уравнения (1) в области Ω при x 6= 0;
2) удовлетворяет граничным условиям

u|AB = ϕ0(x),
[

α
∂u

∂x
+ βu

]

BB0

= ϕ1(t), u|AC = ψ(x) (2)

и условиям сопряжения

u(−0, t) = u(+0, t), h1
∂u

∂x
(−0, t) = h2

∂u

∂x
(+0, t), (3)

где α, β, h1, h2 — константы, ϕ0(x), ϕ1(t), ψ(x) — заданные функции.

Справедлива
Теорема 1. Пусть выполняются условия:
1) 0 < m < 2, α = 0, β = 1; ϕ0(0) = ψ(0), ϕ0(x) ∈ C1[0, 1], ϕ1(t) ∈ C[0, 1];

ψ(x) ∈ C4[−1/2, 0], a = 1, c = 1, b = 0, ϕ0(0) = ϕ1(0) = 0, ϕ1(1) = ϕ1(0);
2) α = 0, β = 1; ϕ0(x) ∈ C2[0, 1], ϕ1(t) ∈ C[0, 1], ψ(x) ∈ C4[−1/2, 0],

ϕ0(0) = ϕ′

0(0) = ψ(0) = 0m ϕ0(1) = ϕ1(0); a = 1, c = 1, b = 0, 0 < m <
2.

Тогда задача T 1
0 имеет, и притом единственное, решение.

Док а з ат е л ь ств о. Рассмотрим условие 1). Переходя к решению по-
ставленной задачи, воспользуемся первым условием сопряжения из (3) и обо-
значим через µ(t) значение функции u(x, t) на прямой x = 0:

µ(t) = u(−0, t) = u(+0, t). (4)

Решение первой краевой задачи (1), (2), (4) в Ω1 имеет вид

u(x, t) =

∫ 1

0
ϕ0(ξ)G(ξ,0;x, t)dξ +

∫ t

0
µ(η)Gξ(0, η;x, t)dη−

−
∫ t

0
ϕ1(η)Gξ(1, η;x, t)dη, (5)

где

G(ξ, η;x, t) =
1

2
√

π(t− η)

n=∞
∑

n=−∞

{

exp
[

−(x− ξ + 2n)2

4(t− η)

]

−
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− exp
[

−(x+ ξ + 2n)2

4(t− η)

]}

(6)

— функция Грина первой краевой задачи для уравнения (1) при x > 0. В силу
свойств функции Грина (6) из (5) получаем [21]

ν+(t) = − 1√
π

∫ t

0

µ′(η)dη

(t− η)1/2
+

∫ t

0
k0(t, η)µ

′(η)dη + ψ0(t), (7)

где

k0(t, η) = − 1√
π

n=∞
∑

′

n=−∞

(t− η)−1/2 exp
(

− n2

t− η

)

, (8)

ψ0(t) =

∫ 1

0
ϕ0(ξ)Gx(ξ,0; 0, t)dξ −

∫ t

0
ϕ1(η)Gξx(1, η; 0, t)dt,

где
∑

′ означает, что n 6= 0, ν+(t) = lim
x→+0

ux(x, t).

Учитывая свойства заданных функций ϕ0(x) и ϕ1(t), можем заключить,
что ψ0(t) ∈ C1[0, 1]

⋂

C2]0, 1[. Найдём теперь функциональное соотношение
между µ(t) и ν−(t), которое приносится из гиперболической части Ω2 на ли-
нию x = 0. Для этого в уравнении (1) при x < 0 перейдём к характеристиче-
ским координатам:

ξ = t− (2/(m + 2))(−x)(m+2)/2, η = t+ (2/(m+ 2))(−x)(m+2)/2 .

В результате уравнение (1) в области его гиперболичности перейдёт в урав-
нение Эйлера—Дарбу—Пуассона:

uξη +
β̄

η − ξ
(uξ − uη) = 0, 0 < ξ < η < 1, (9)

где 2β̄ = m/(m+ 2), а краевое условие u|AC = ψ(x)— в условие

u|ξ=0 = ψ
[

−
(m+ 2

4

)1−2β̄
η1−2β̄

]

= ϕ(η), 0 6 η 6 1. (10)

При этом
(m+ 2

2

)2β̄ [

(η − ξ)2β̄(uξ − uη)
]

η=ξ
= ν−(ξ). (11)

Решение задачи Дарбу (9)–(11) выражается формулой

u(ξ, η) = γ0

∫ ξ

0
(ξ − z)−β̄(η − z)−β̄ν−(z)dz+

+

∫ η

0
[ϕ′(z) + β̄z−1ϕ(z)]H(0, z; ξ, η)dz, (12)

где γ0 = (−22β̄−1ρ)/(m+2)2β̄ , ρ = Γ(β̄)/[Γ(1−β̄)Γ(2β̄)],H(0, z; ξ, η) = ρz2β̄η−β̄×
× (ξ − z)−β̄ — след функции Грина—Адамара уравнения (9) [21].
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В равенстве (12) положим η = ξ = t, 0 < t < 1. В результате получим
функциональное соотношение между µ(t) и ν−(t):

µ(t) = γ0

∫ t

0
(t− η)−2β̄ν−(η)dη + ψ1(t), (13)

где

ψ1(t) = ρt−β

∫ t

0
η2β̄(t− η)−β̄ [ϕ′(η) + β̄η−1ϕ(η)]dη,

причём αjϕ(η)/dηj = η1−2β̄ϕ∗

j (η), где ϕ∗

j (η) ∈ C[0, 1], j принимает значения
0, 1, 2, 3.

С учётом этого легко заметить, что ψ1(t) ∈ C[0, 1]
⋂

C3]0, 1[, ψ1(t) =

= t1−2β̄O(1), где символ O(1) означает ограниченную величину. Перепишем
уравнение (13) в виде

D2β̄−1
0t ν−(t) = γ̄0µ(t) + γ̄0ψ1(t), (14)

где γ̄0 = 1/[γ0Γ(1 − 2β̄)], Dl
0t — оператор дробного интегрирования порядка

−l при l < 0 и обобщенная в смысле Лиувилля производная порядка l при
l > 0.

К обеим частям равенства (14) применим оператор D1−2β̄
0t , обратный опе-

ратору D2β̄−1
0t . Будем иметь

ν−(t) = γ̄0D
1−2β̄
0t µ(t) + γ̄0D

1−2β̄
0t ψ1(t). (15)

В силу второго условия сопряжения из (3) получим

D−2β̄
0t µ′(t) + λD

−1/2
0t µ′(t) =

1

Γ(2β̄)

[

ψ0(t) +

∫ t

0
k0(t, η)µ

′(η)dη

]

, (16)

где λ = −[
√
πΓ(1− 2β̄)γ̄0h2]/

√
πh1, ψ̄0(t) = ψ0(t)− h1

γ0Γ(1−2β̄)
D1−2β̄

0t ψ̄1(t).

Действуя на обе части равенства (16) оператором D2β̄
0t , получим

µ′(t) + λ̄

∫ t

0

µ′(η)

(t− η)2β̄+1/2
dη =

1

Γ(2β̄)
D2β̄

0t

[

ψ0(t) +

∫ t

0
k0(t, η)µ

′(η)dη

]

, (17)

где λ̄ = λ/Γ(1/2 − 2β̄).

Резольвента ядра (t − η)−2β̄−1/2 оператора Вольтерра в левой части (17)
имеет вид [22]

R(t− η, λ̄) =

∞
∑

n=1

λ̄n−1 [Γ(1/2 − 2β̄)]n

Γ[n(1/2 − 2β̄)]
(t− η)η(1/2−2β̄)−1. (18)

После обращения интегрального оператора Вольтерра уравнение (17) при-
мет вид

12
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µ′(t) + ¯̄λ

∫ t

0
R(t− η, λ̄)D2β̄

0t

∫ t

0
k0(t, η1)µ

′(η1)dη1dη =

= ¯̄λ

∫ t

0
R(t− η, λ̄)D2β̄

0t ψ̄0(t)dη, (19)

где ¯̄λ = λ̄/Γ(2β̄).
Принимая во внимание, что в равенстве (19)

D2β̄
0t

∫ t

0
k0(t, η1)µ

′(η1)dη1 =

=
1

Γ(1− 2β̄)

d

dt

∫ t

0
(t− η1)

3/2−2β̄k1(t, η1)µ
′(η1)dη1 =

=
1

Γ(1− 2β̄)

∫ t

0
[(3/2 − 2β̄)(t− η1)

1/2−2β̄k1(t, η1)+

+ (t− η1)
−1/2−2β̄k2(t, η1)]µ

′(η1)dη1 =
1

Γ(1− 2β)

∫ t

0

N(t, η1)µ
′(η1)dη1

(t− η1)2β̄+1/2
,

где

k1(t, η1) =

∫ 1

0
z1/2(1− z)−2β̄

n=∞
∑

′

n=−∞

exp
(

− n2

(t− η1)z

)

dz,

k2(t, η1) = n2
∫ 1

0
z−1/2(1− z)−2β̄

n=∞
∑

′

n=−∞

exp
(

− n2

(t− η1)z

)

dz,

N(t, η1) = (3/2 − 2β̄)(t− η1)k1(t, η1) + k2(t, η1) ∈ C[0, 1]×
× [0, 1]

⋂

C2]0, 1[ × ]0, 1[, D2β̄
0t ψ̄0(t) ∈ C[0, 1]

⋂

C2]0, 1[,

получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода с интегрируемой
особенностью:

µ′(t) + ¯̄λ

∫ t

0

N̄(t, η)µ′(η)

(t− η)2β̄−1/2
dη = q(t), (20)

где

N̄(t, η) =

∫ 1

0

R
(

(t− η)(1− z), λ̄
)

N(η + (t− η)z, η)

z2β̄+1/2
dz,

q(t) = ¯̄λ

∫ t

0
R(t− η, λ̄)D2β̄

0t ψ̄0(t)dη.

В силу условий, наложенных на функцию ψ(x), можем заключить, что
q(t) ∈ C[0, 1]

⋂

C2]0, 1[, следовательно, уравнение (20) однозначно и безуслов-
но разрешимо в классе C[0, 1].

Обозначив через T (t, η) резольвенту уравнения (20) и обратив его как
интегральное уравнение Вольтерра второго рода, получим

µ′(t) = q(t) +

∫ t

0
T (t, η)q(η)dη

или
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µ(t) =

∫ t

0

[

1 +

∫ t

η
T (t, η1)dη1

]

q(η)dη.

После определения функции µ(t) по формуле (7) находим ν+(t), а из ра-
венства (15) — ν−(t). Таким образом, решение задачи T 1

0 в области Ω1 даётся
формулой (5), а в Ω2 — формулой (12).

Однозначная разрешимость случая 2 доказывается аналогично предыду-
щему случаю с использованием свойств функции Грина смешанной краевой
задачи (1) при x > 0: u(x, 0) = ϕ0(x), u(1, t) = ϕ1(t), ux(0, t) = ϕ2(t). �

Теорема 2. Пусть выполняются условия
1) α = 1, β = 0, ϕ0(x) ∈ C1[0, 1], ϕ1(t) ∈ C[0, 1], ψ(x) ∈ C4[−1/2, 0],

ϕ0(0) = ψ(0) = 0, ϕ′

0(1) = ϕ1(0), 0 < m < 2
или

2) α = 1, β = 0; ϕ0(x) ∈ C2[0, 1], ϕ1(t) ∈ C[0, 1], ϕ0(0) = ϕ′

0(0) = ψ(0) = 0,
ϕ0(1) = ϕ1(0), 0 < m < 2.

Тогда задача T 0
1 имеет, и притом единственное, решение.

Док а з ат е л ь ств о. Предположим, что решение задачи T 0
1 существует.

Тогда в силу дифференциальных свойств функции Грина [21]

G(ξ, η;x, y) =
π−1/2

2
(t− η)−1/2

n=∞
∑

n=−∞

{

exp
[

−(x− ξ + 2n)2

4(t− η)

]

−

−exp
[

−(x+ ξ + 2n)2

4(t− η)

]

+exp
[

−(x+ ξ − 2 + 2n)2

4(t− η)

]

−exp
[

−(x− ξ − 2 + 2n)2

4(t− η)

]}

смешанной краевой задачи u(x, 0) = ϕ0(x), u(0, t) = µ(t), ux(1, t) = ϕ1(t)
уравнения (1) при x > 0 функция u(x, t) является решением нагруженного
интегрального уравнения

u(x, t) =

∫ 1

0
ϕ0(ξ)G(ξ,0;x, t)dξ +

∫ t

0
u(0, η)Gξ(0, η;x, t)dη+

+

∫ 1

0
ϕ1(η)G(1, η;x, t)dη. (21)

Функциональное соотношение между µ(t) и ν+(t) на линии x = 0 имеет вид

ν+(t) = −D1/2
0t µ(t) +

∫ t

0
k3(t, η)µ(t)dt + ψ2(t), (22)

где

k3(t, η) =
1

2
√
π
(t− η)−5/2

{

(2− t+ η) exp[−1/(t − η)]+

+

n=∞
∑

′

n=−∞

(

(t− η − 2n2) exp[−n2/(t− η)]+

+ (2(n − 1)2 − t+ η) exp[−(n− 1)2/(t− η)]
)

}

, (23)
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ψ2(t) =

∫ 1

0
ϕ0(ξ)Gξ(ξ, 0; 0, t)dξ +

∫ t

0
ϕ1(η)Gx(1, η;x, t)dη. (24)

В силу второго условия сопряжения из (3) и равенств (15), (22) получим
интегральное уравнение для определения µ(t):

µ(t) + λD
2β̄−1/2
ot µ(t) + λ

∫ t

0
k̄3(t, η)µ(t)dt = λD2β̄−1

ot ψ2(t)− ψ1(t),

где λ = h2/(h1γ̄0),

k̄3(t, η) =
1

Γ(1− 2β̄)

∫ t

η
(t− η1)

−2β̄k3(η1, η)dη1.

Из представлений (23), (24) функций k3(t, η), ψ2(t) легко заключить, что
k̄3(t, η) ∈ C[0, 1] × [0, 1], ψ2(t) ∈ C[0, 1].

Поступая таким же образом, как для уравнения (20), находим единствен-
ным образом функцию µ(t), а затем из равенств (22) и (15) — функции ν+(t)
и ν−(t).

Следовательно, решение задачи T 0
1 в области Ω1 определяется формулой

(21), а в Ω2 — формулой (12). Случай 2 доказывается аналогично. �

Теорема 3. Пусть выполнены следующие условия: α = 1, β = −γ =
= const > 0, 2β̄ = 1/2, т. е. m = 2, u(x,0) = 0, x > 0, ϕ1(t) ∈ C[0, 1],

ϕ′

0(1) − γϕ0(1) = ϕ1(0). Тогда задача T−γ
1 имеет, и притом единственное,

решение.

Док а з ат е л ь ств о. Решение задачи T−γ
1 в области Ω1 будем искать

в виде суммы тепловых потенциалов двойного слоя и простого слоя:

u(x, t) =

∫ t

0
θ(η)

x

2
√

π(t− η)
e
−

x
2

4(t−η)
dη

2(t− η)
+

∫ t

0
ν+(η)

e
−

(x−1)2

4(t−η) dη

2
√

π(t− η)
. (25)

Удовлетворяя (25) второму граничному условию из (2) и условию (4), полу-
чим систему из интегральных уравнений Вольтерра первого и второго рода:

µ(t) =
θ(t)

2
+

1

2

∫ t

0
ν+(t)

1
√

π(t− η)
e
−

1
4(t−η)dη,

ϕ1(t) =
ν+(t)

2
− γ

2

∫ t

0

ν+(η)dη
√

π(t− η)
− 2γ + 1

4

∫ t

0
θ(η)e

−
1

4(t−η)
dη

t− η
.

(26)

Соотношение между µ(t) и ν−(t), приносимое на линию x = 0, имеет вид

µ(t) = γ0

∫ t

0

ν−(η)dη

(t− η)1/2
+ ψ1(t). (27)

Перепишем второе уравнение системы (26) в виде

ν+(t) = λ

∫ t

0

ν+(η)

(t− η)1/2
dη + F (t), (28)
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где

F (t) = 2ϕ1(t) +
2γ + 1

2

∫ t

0
θ(η)

1

t− η
e
−

1
4(t−η)dη, λ = γ/

√
π.

Элементарные вычисления показывают, что в данном случае повторные

ядра уравнения (28) выражаются так [9]: Kn(t− η) = π
n

2 (t− η)
n−2
2 /Γ(n/2).

Тогда резольвента ядра интегрального уравнения (28) имеет вид

R(t− η) =

∞
∑

n=1

[

λnπ
n

2 (t− η)
n−2
2 /Γ(n/2)

]

. (29)

Решение уравнения (28) даётся формулой

ν+(t) =

∫ t

0
R(t− η)F (η)dη + F (t). (30)

Учитывая в равенстве (30) значение функции F (t) и выполняя несложные
преобразования, получим

ν+(t) =

∫ t

0
Z(t, η)θ(η)dη + ϕ̄1(t), (31)

где

Z(t, η) =

∫ 1

0
R[(t− η)(1 − z)]

1

z
e
−

1
4(t−η)z dz +

1

t− η
e
−

1
4(t−η) ,

ϕ̄1(t) = 2

(

ϕ1(t) +

∫ t

0
R(t− η)ϕ1(η)dη

)

.

Подставляя (27) в первое уравнение системы (26) и учитывая второе усло-
вие сопряжения из (3), получим

∫ t

0

G(t, η)√
t− η

ν+(η)dη =
θ(t)

2
− ψ1(t), (32)

где

G(t, η) =
h2γ0
h1

− 1

2
√
π
e
−

1
4(t−η) ,

причём G(t, t) = (h2γ0)/h1.
Следовательно, уравнение (32) можно свести к интегральному уравнению

Вольтерра второго рода:

ν+(t) + λ0

∫ t

0

∂N(t, η)

∂t
ν+(η)dη = λ1

∫ t

0

θ′(η)dη√
t− η

+ λ2

∫ t

0

ψ′

1(η)dη√
t− η

, (33)

где

N(t, η) =

∫ 1

0

G[η + (t− η)z, η]dz

z1/2(1− z)1/2
,

λ0 = h1/(γ0h2), λ1 = (2h1)/(γ0h2), λ2 = h1/h2.
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Исключая из системы (31), (33) ν+(t) и выполняя несложные преобразования,
получим

∫ t

0

θ′(η)dη√
t− η

=
1

λ1

∫ t

0
Z̄(t, η)θ(η)dη + ¯̄ϕ1(t), (34)

где

Z̄(t, η) = Z(t, η) + λ0

∫ t

η

∂N(t, η1)

∂t
Z(η1, η)dη1,

¯̄ϕ1(t) = ϕ̄1(t) + λ0

∫ t

0

∂k1(t, η)

∂t
ϕ̄1(η)dη,

причём Z̄(t, t) = 0. Обращая (34) как интегральное уравнение Абеля относи-
тельно θ′(t), а затем интегрируя обе части полученного равенства от 0 до t,
будем иметь

θ(t)− λ̄1

∫ t

0
M(t, η)θ(η)dη = r(t), (35)

где

M(t, η) =

∫ t

η

Z̄(η1, η)dη1√
t− η1

, r(t) = − 1

π

∫ t

0

¯̄ϕ1(η)dη√
t− η

, λ̄1 = 1/(λ1π).

В силу представлений N(t, η), Z(t, η), а следовательно Z̄(t, η) и свойств
функции ϕ1(t), нетрудно проверить, что M(t, η) ∈ C[0,1]× [0,1], r(t) ∈ C[0,1].

Обращая интегральный оператор Вольтерра через резольвенту T (t, η), по-
лучим

θ(t) = r(t) + λ̄1

∫ t

0
T (t, η)r(η)dη. (36)

Подставляя значение θ(t) из соотношения (36) в равенство (31), находим
ν+(t), затем из первого равенства системы (26) определяем µ(t), а из вто-
рого условия сопряжения (3) получаем ν−(t).

Следовательно, решение задачи T−γ
α в области Ω1 даётся формулой (25),

а в Ω2 — равенством (12). �

Теорема 4. Пусть выполнены условия 1 теоремы 1: a = 1, c = 1, b 6= 0,
m = 0. Тогда задача T 1

0 имеет, и притом единственное, решение.

Док а з ат е л ь ств о. Решение задачи Коши u(0, t) = µ(t), ux(0, t) =
= ν−(t) в области Ω2 даётся формулой

u(x, t) =
µ(x+ t) + µ(t− x)

2
+

1

2

∫ t+x

t−x
ν−(η)J0(b

√

x2 − (t− η)2)dη+

+
bx

2

∫ t+x

t−x

J1(b
√

x2 − (t− η)2)
√

x2 − (t− η)2
µ(η)dη, (37)

где J0(z) и J1(z)— модифицированные функции Бесселя первого рода. Удо-
влетворяя (37) третьему условию из (2), получаем функциональное соотно-
шение между µ(t) и ν−(t), приносимое из области Ω2 на линию x = 0:

µ(t) +

∫ t

0

t

η

∂

∂t
J0
(

b
√

η(t− η)
)

µ(η)dη = 2ψ(t/2) +

∫ t

0
ν−(η)J0

(

b
√

η(t− η)
)

dη.
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Отсюда после обращения относительно µ(t) и ряда преобразований полу-
чим [23]

µ(t) =

∫ t

0
J0[b(t− η)]ν−(η)dη + φ(t), (38)

где

φ(t) = 2

(

ψ(
t

2
)−

∫ t

0
ψ
(η

2

) ∂

∂η
J0
(

b
√

t(η − t)
)

dη

)

,

J0(z)— функция Бесселя первого рода нулевого порядка. Обращение инте-
грального уравнения (38) относительно ν−(t) имеет вид

ν−(t) = µ′(t) + b

∫ t

0

J1[b(t− η)]

t− η
µ(η)dη + φ1(t), (39)

где

φ1(t) = φ′(t) + b

∫ t

0

J1[b(t− η)]

t− η
φ(η)dη,

J1(z)— функция Бесселя первого рода первого порядка. В силу второго усло-
вия сопряжения из (3) получим

µ′(t) + λ

∫ t

0

µ′(η)dη

(t− η)1/2
= φ̄1(t) +

∫ t

0
T̄ (t, η)µ(η)dη, (40)

где

φ̄1(t) =
h2
h1
ψ0(t)− φ1(t), T̄ (t, η) = −h2

h1

∂k0(t, η)

∂η
− c

J1[b(t− η)]

t− η
.

С помощью резольвенты (29) оператора в левой части равенства (40) мо-
жем записать

µ′(t) = ¯̄φ1(t) +

∫ t

0

¯̄T (t, η)µ(η)dη, (41)

где

¯̄φ1(t) = φ̄1(t) +

∫ t

0
R(t− η)φ̄1(η)dη,

¯̄T (t, η) = T̄ (t, η) +

∫ t

η
R(t− η)T̄ (η1, η)dη1.

Путём интегрирования в пределах от 0 до t равенства (41) после некото-
рых преобразований приходим к интегральному уравнению Вольтерра вто-
рого рода:

µ(t) +

∫ t

0
P (t, η)µ(η)dη = n(t), (42)

где

P (t, η) =

∫ t

η

¯̄T (η1, η)dη1, n(t) =

∫ t

0

¯̄φ1(η)dη.

В силу свойств функций P (t, η), n(t) заключаем, что существует един-
ственное решение интегрального уравнения (42) в классе C[0,1].
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После определения µ(t) по формуле (39) находим ν−(t). Следовательно,
решение задачи T 1

0 в областях Ω1 и Ω2 находится по формулам (37) и (6)
соответственно. �

Задача 1 (N). Задача N отличается от задачи T β
α тем, что второе

условие сопряжения из (3) заменяется условием

λ1
∂u

∂x
(−0, t) =

λ2
τq

∫ t

0

∂u

∂x
(x, η)

∣

∣

∣

x=0
exp

(

− t− η

τq

)

dη, (43)

где τq — время релаксации теплового потока.

Учитывая (7), (39) в равенстве (43) и выполняя несложные преобразова-
ния, получим

µ′(t) + λ

∫ t

0
Π(t, η)µ′(η)dη = e(t)− b

∫ t

0

J1[b(t− η)]

t− η
µ(η)dη, (44)

где

Π(t, η) =

∫ t

η

[

(η1 − η)−1/2 + k0(η1, η)
]

exp
(

− t− η1
τq

dη1

)

,

e(t) = λ

∫ t

0
ψ0(η) exp

(

− t− η

τq

)

dη − ψ(t), λ = λ2/(λ1
√
πτq).

В силу свойств заданных функций ϕ0(x), ϕ1(t) и ψ(x) заключаем, что
Π(t, η) ∈ C[0, 1]

⋂

C2]0, 1[, e(t) ∈ C[0, 1]
⋂

C2]0, 1[ по переменным t и η. Если
правую часть уравнения (44) считать известной и обозначить через N(t, η)
резольвенту ядра Π(t, η), то оно может быть представлено в виде

µ′(t) = ρ(t) + λ

∫ t

0
N̄(t, η)µ(η)dη, (45)

где

ρ(t) = λ

∫ t

0
ψ0(η) exp

(

− t− η

τq

)

dη − ψ1(t)+

+ λ

∫ t

0
N(t, η)

{

λ

∫ t

0
ψ0(η1) exp

(

− t− η

τq

)

dη − ψ1(η)

}

dη,

N̄(t, η) = −
(

J1[b(t− η)]

t− η
+ λb

∫ t

η
N(t, η1)

J1[b(η1 − η)]

η1 − η
dη1

)

.

Интегрируя равенство (45) от 0 до t, снова приходим к интегральному
уравнению Вольтерра второго рода, ядро и правая часть которого непре-
рывны в замкнутых областях их определения. Следовательно, однозначно
определяется функция µ(t) в классе непрерывных функций. Затем по фор-
муле (39) находим функцию ν−(t). Решение исходной задачи в области Ω2

определяем по формуле (5), а в области Ω1 находим по формуле (37).
Пусть теперь a 6= 1, c 6= 1, b = 0, m = 0, J ≡ (0, l1). Уравнение (1) будем

рассматривать в области Ω = Ω1
⋃

Ω2
⋃

J , где Ω1 = {(x, t) : 0 < x < l1,
0 < t < t0}, Ω2 = {(x, t) : l1 < x < l2,0 < t 6 t0}, l1, l2, t0 — константы.
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Задача E. Найти функцию u(x, t), которая:
1) является регулярным решением уравнения (1) в области Ω при x 6= l1;
2) удовлетворяет граничным условиям

α1
∂u

∂x
(0, t) + β1u(0, t) = ϕ1(t), u(x,0) = ψ0(x),

0 6 x 6 l1, 0 6 t 6 t0;
(46)

α2
∂u

∂x
(l2, t) + β2u(l2, t) = ϕ2(t), u(x,0) = f0(x), ut(x,0) = f1(x),

l1 6 x 6 l2, 0 6 t 6 t0
(47)

и условиям сопряжения

u(−l1, t) = u(+l1, t), α3
∂u

∂x
(−l1, t) = β3

∂u

∂x
(+l1, t), 0 < t 6 t0, (48)

где αi, βi (i = 1, 2, 3), l1, l2, t0 — постоянные, причём α3 > 0, β3 > 0, ψ0(x),
f0(x) ∈ C2[l1, l2], f1(x) ∈ C1[l1, l2], ϕj(t) ∈ C[0, t0], j = 1, 2.

Основная интегральная формула представлений решений краевых задач
для уравнения (1) в области Ω1 имеет следующий вид [24]:

u(x, t) =

∫ t

0

[∂u(ξ, η)

∂ξ
Γ(x, t; ξ, η) − u(ξ, η)

∂Γ(x, t; ξ, η)

∂ξ

]

ξ=l2
dη−

−
∫ t

0

[∂u(ξ, η)

∂ξ
Γ(x, t; ξ, η) − u(ξ, η)

∂Γ(x, t; ξ, η)

∂ξ

]

ξ=l1
dη−

−
∫ l2

l1

[

f1(ξ)Γ(x, t; ξ,0) −
∂Γ(x, t; ξ, η)

∂η

]

η=0
f0(ξ)]dξ, (49)

где Γ(x, t; ξ, η) — функция Грина первой, второй или третьей краевой задачи
для уравнения (1) при x > l1 и она определяется так:

Γ(x, t; ξ, η) = ρω(x, t; ξ, η) + g(x, t; ξ, η),

причём

ω(x, t; ξ, η) =

{

h1, |x− ξ| 6 a(t− η),

0, |x− ξ| > a(t− η)

— функция единичного импульса,

h1 = lim
ε→0

1

2a

∫ ξ+ε

ξ−ε
hdz =

1

2a
lim
ε→0

∫ ξ+ε

ξ−ε

I

2ερ
dz =

1

2aρ
,

ρ— линейная плотность, g(x, t; ξ, η) — как функция x и t удовлетворяет урав-
нению (1) при x > l1 и такая, что Γ(x, t; ξ, η) на концах рассматриваемого ин-
тервала (l1, l2) удовлетворяет однородным граничным условиям соответству-
ющей краевой задачи, а Γ(x, t; ξ, η) и ∂Γ(x, t; ξ, η)/∂t равны нулю в интервале
(l1, l2) при t < η. Функция Γ(x, t; ξ, η) по переменным x и t удовлетворяет
уравнению

�Γ =
∂2Γ

∂x2
− 1

a2
∂2Γ

∂t2
= − 1

a2
δ(x, ξ)δ(t, η),
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где δ(x, ξ) и δ(t, η) — δ-функции переменных x и t соответственно, �— опера-
тор Даламбера. Γ(x, t; ξ, η) как функция ξ и η обладает свойством взаимности:
Γ(x, t; ξ, t) = Γ(ξ,−η, x,−t).

В случае первой краевой задачи, т. е. когда α2 = 0, β2 = 1, u(+l1, t) = µ(t),
представление (49) принимает вид

u(x, t) = a2
(
∫ t

0
[ϕ1(η)Γ(x, t; l1, η)]dη −

∫ t

0
µ(η)Γξ(x, t; l2, η)dη−

−
∫ l2

l1

[ψ1(ξ)Γ(x, t; ξ,0) − ψ0(ξ)Γη(x, t; ξ,0)]dξ

)

.

В случае второй краевой задачи, т. е. α2 = 1, β2 = 0, ux(−l1, t) = (β3/α3),
ux(+l1, t) = ν−(t), представление (49) имеет вид

u(x, t) = −a2
(
∫ t

0
[ϕ1(η)Γ(x, t; l1, η) + ν−(η)Γ(x, t; l2, η)]dη−

−
∫ l2

l1

[ψ1(ξ)Γ(x, t; ξ,0) − ψ0(ξ)Γη(x, t; ξ,0)]dξ

)

.

В случае третьей краевой задачи, т. е. λ1ux(−l1, t)+λ2u(−l1, t) = ϕ3(t),
представление (49) принимает вид

u(x, t) = −a2
(
∫ t

0
[ϕ1(η)Γ(x, t, l1, η) − ϕ3(η)Γ(x, t; l2, η)]dη−

−
∫ l2

l1

[ϕ1(η)Γ(x, t; ξ,0) − ψ0(η)Γη(x, t; ξ,0)]dξ

)

.

Функция Грина первой краевой задачи имеет вид [24].

Γ(x, t; ξ, η) =

∞
∑

n=1

2

nπa
sin

nπx

l1
sin

nπξ

l1
sin

nπa(t− η)

l1
.

Построение функций Грина для второй, третьей и смешанных краевых
задач для гиперболических уравнений в явном виде, хотя бы для широко-
го класса областей, связано со значительными трудностями. Здесь функция
Грина, в отличие от эллиптических и параболических уравнений, не приво-
дит к сравнительно простому способу получения решения первой, второй и
третьей краевых задач в явном виде хотя бы для сколько-нибудь широкого
класса областей.

Справедлива
Теорема 5. Пусть α1 = 0, β1 = 1, α2 = 0, β2 = 1, ϕ1(t) ∈ C[0, t0];

функция ψ0(x) после нечётного продолжения на отрезок [−l2, l1] и перио-
дического продолжения с периодом 2(l2 − l1) принадлежит классу C3[l1, l2],
а функция ψ1(x) при тех же условиях продолжения принадлежит классу
C2[l1, l2], причём ψ0(l1) = ψ0(l2) = 0, ψ′′

0 (l1) = ϕ′′

0(l2) = 0, ψ1(l1) = ψ1(l2) = 0.
Тогда задача E имеет, и притом единственное, решение.
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Док а з ат е л ь ств о. Пусть существует решение задачи E, тогда, диф-
ференцируя равенство (49) по x, а затем переходя к пределу при x → −l1 и
выполняя несложные преобразования, будем иметь

ν−(t) =

∫ t

0
M(t, η)µ(η)dη +m(t), (50)

где M(t, η) = −a2Γξx(−l1, t; l2, η),

m(t) = a2
∫ t

0
ϕ1(η)Γξx(−l1, t;−l2, η)dη−

− a2
∫ l2

−l1

[ψ1(ξ)Γx(−l1, t; ξ,0) − ψ0(ξ)Γηx(−l1, t; ξ,0)]dξ.

Учитывая второе условие сопряжения из (48), получим

D
−1/2
0t µ′(t) +

√
π

∫ t

0
k0(t, η)µ

′(η)dη = λ̄

∫ t

0
M(t, η)µ(η)dη + m̄(t), (51)

где
λ̄ = −(a3

√
π)/β3, m̄(t) =

√
πψ0(t)− (α3

√
π)/β3m(t).

К обеим частям равенства (51) применим оператор D
+1/2
0t , обратный опера-

тору D
−1/2
0t . В результате будем иметь

µ′(t) +
√
π
d

dt
D

−1/2
0t

∫ t

0
k0(t, η)µ

′(η)dη =

= λ̄
d

dt
D

−1/2
0t

∫ t

0
M(t, η)µ(η)dη +

d

dt
D

−1/2
0t m̄(t)

или

µ′(t) +

∫ t

0
k̄0(t, η)µ

′(η)dη = λ̄
d

dt

∫ t

0
M̄(t, η)µ(η)dη + r(t), (52)

где

k̄0(t, η) = − 1

π

∫ 1

0
z3/2(1− z)−1/2

n=∞
∑

′

n=−∞

n2

(t− η)2
exp

(

− n2

(t− η)z

)

dz,

M̄(t, η) =
1√
π

∫ t

η

M(η1, η)

(t− η1)1/2
dη1, r(t) =

d

dt
D

−1/2
0t m̄(t).

Легко заметить, что k̄0(t, η) ∈ C1[−l1, 0] × [−l1, 0]
⋂

C2] − l1, 0[ × ] − l1, 0[,
r(t) ∈ C[0, t0], M̄(t, η) ∈ C[−l1, 0]× [−l1, 0]

⋂

C1]− l1, 0[× ]− l1, 0[. В уравнении
(52) правую часть пока будем считать известной. Если обозначим через R̄(t, η)
резольвенту ядра k̄0(t, η), то уравнение (51) можно переписать в виде
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µ(t) = r(t) + λ̄
d

dt

∫ t

0
M̄(t, η)µ(η)dη+

+

∫ t

0
R̄(t, η)

{

λ̄
d

dη

∫ η

0
M̄(η, η1)µ(η1)dη1 + r(η)

}

dη

или

µ′(t) =

∫ t

0
L1(t, η)µ(η)dη + r̄(t), (53)

где

L1(t, η) = λ̄R̄(t, t)M̄ (t, η) + M̄t(t, η) +

∫ t

η
R̄η1(t, η1)M̄(η1, η)dη1,

r̄(t) = r(t) +

∫ t

0
R̄(t, η)r(η)dη.

Интегрируя обе части равенства (53) от 0 до t, получим интегральное
уравнение Вольтерра второго рода относительно µ(t):

µ(η) =

∫ t

0
L̄1(t, η)µ(η)dη + ¯̄r(t), (54)

где

L̄1(t, η) =

∫ t

η
L1(η1, η)dη1, ¯̄r(t) =

∫ t

0
r̄(η)dη.

На основании свойств заданных функций ϕ1(t), ϕ2(t), ψ0(x), ψ1(x), f(x)
заключаем, что L̄1(t, η) ∈ C[−l1,0] × [−l1,0], ¯̄r(t) ∈ C[0, t0]. Следовательно,
уравнение (54) безусловно и однозначно разрешимо, и его решение µ(t) ∈
C[0, t0].

После определения функции µ(t) решение задачи E в области Ω2 находим
по формуле (49), а в области Ω1 оно задаётся так:

u(x, t) =

∫ +l1

0
f(ξ)G(ξ,0;x, t)dξ +

∫ t

0
µ(η)Gξ(0, η;x, t)dη−

−
∫ t

0
ϕ1(η)Gξ(+l1, η;x, t)dη,

где G(ξ, η;x, t) — функция Грина первой краевой задачи уравнения (1) при
x < l1 и определяется формулой (7). �
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