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Предлагается новый вычислительный алгоритм получения решений расширен-
ных регуляризованных нормальных систем уравнений при различных парамет-
рах регуляризации. Исследуются вычислительные затраты и требуемый объём
оперативной памяти вычислительного алгоритма. Проводится сравнение пред-
ложенного вычислительного алгоритма с алгоритмом, использующим сингу-
лярное разложение.
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Введение. Многие прикладные задачи регрессионного анализа и мате-
матической физики сводятся к решению системы линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ) вида

Ax = b̃, A ∈ R
m×n, b̃ = b+ ξ ∈ R

m, m > n, (1)

в которой точное значение вектора правой части b неизвестно, а известно его

значение b̃ = b+ ξ, где ξ — возмущение.
Обычно система, подобная (1), возникающая в реальной задаче, исходя

из её происхождения и физического смысла при отсутствии погрешностей
в исходных данных является совместной и имеет единственное решение x.
Однако наличие погрешностей, в частности, погрешностей вектора правой
части ξ, как правило, делает её несовместной.

Требуется найти из системы (1) вектор x̃ такой, чтобы норма разности
‖x̃−x‖2, где x— вектор решения невозмущённой системы, была минимальной.

В реальных задачах характерной особенностью матрицы системы (1), как
правило, является плохая обусловленность (спектральное число обусловлен-
ности [1] κ2(A) ≈ 1/εmach, где εmach — машинное эпсилон) и достаточно боль-
шая размерность (m, n > 104). Матрица A может иметь неполный ранг (или
неполный численный ранг) и, возможно, m≫ n.

Александр Иванович Жданов (д.ф.-м.н., проф.), зав. кафедрой, каф. прикладной матема-
тики. Долишний Василий Владимирович, аспирант, каф. прикладной математики.
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Для получения устойчивого решения плохо обусловленных систем обыч-
но используют различные регуляризирующие алгоритмы, наиболее извест-
ным и часто применяемым из которых является регуляризация Тихонова,
сводимая к решению регуляризованной системы нормальных уравнений

(
A⊤A+ αI

)
x = A⊤b̃, (2)

где α > 0— параметр регуляризации, согласованный с возмущениями в ис-
ходных данных.

Эффективность решения задачи регуляризации (2)) зависит от выбора
параметра α. Для выбора параметра регуляризации α известны различные
подходы [2]. При этом часто возникает необходимость решения системы (2)
при различных значениях параметра α.

Известно, что наиболее эффективным численным алгоритмом решения
системы (2) при различных значениях параметра регуляризации является
алгоритм, основанный на сингулярном разложении матрицы системы A [3].
Однако решение задачи большой размерности с его помощью вызывает зна-
чительные трудности при реализации на ЭВМ. Например, использование про-
грамм из пакета MATLAB при размерности матрицы m, n ∼ 104 проблематично,
так как требует значительных объёмов оперативной памяти. Однако сингу-
лярное разложение — самое надёжное в смысле точности вычислений.

Целью данной работы является разработка вычислительного алгорит-
ма, который по вычислительной сложности и точности полученного реше-
ния не уступал бы вычислительному алгоритму, использующему сингуляр-
ное разложение, но требовал меньшего объёма оперативной памяти компью-
тера, что позволяло бы решать системы с матрицами больших размерностей
(m, n > 104).

В работе предлагается подход, основанный на замене регуляризованной
нормальной системы (2) эквивалентной ей расширенной регуляризованной
нормальной системой [4].

1. Метод расширенных регуляризованных нормальных систем. В [4] был
предложен подход, основанный на замене системы (2) эквивалентной расши-
ренной регуляризованной нормальной системой (РРНС)

(
ωIm A
A⊤ −ωIn

)(
z
x

)
=

(
b̃
0

)
, (3)

где ω =
√
α; Im, In — единичные матрицы размерности m×m и n × n соот-

ветственно; z = rω−1; r = b̃−Ax— вектор невязки системы (1). Обозначим

Ãω =

(
ωIm A
A⊤ −ωIn

)
.

Преимуществом решения РРНС (3) вместо системы (2) является то, что

κ2(Ãω) =

(
δ2max(A) + ω2

δ2min(A) + ω2

) 1

2

=
(
κ2(A

⊤A+ ω2I)
) 1

2

,
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где κ2(A)— спектральное число обусловленности матрицы A; δmax(A),
δmin(A)— максимальное и минимальное сингулярные числа матрицы A, со-
ответственно [4].

Рассмотрим метод, позволяющий эффективно организовать многократ-
ные вычисления решений РРНС при различных значениях параметра регу-
ляризации α.

2. Решение расширенной регуляризованной нормальной системы при по-
мощи двухдиагонализации матрицы. Представим матрицу A в виде

A = UBV ⊤, (4)

где B ∈ R
m×n — нижняя двухдиагональная матрица, U ∈ R

m×m и V ∈
R
n×n — ортогональные матрицы.

Разложение (4) можно получить, используя, например, модификацию про-
цесса двухдиагонализации, описанного в [5].

Очевидно, что разложение (4) существует для произвольной матрицы A.
Лемма. Система (3) эквивалентна системе

(
ωIm B
B⊤ −ωIn

)(
w
v

)
=

(
d̃
0

)
, (5)

где w = U⊤z; v = V ⊤x, d̃ = U⊤b̃; B, U, V удовлетворяют (4).
Док а з ат е л ь ств о. Система (3) является совместной и определённой [4].

Обозначим H =

(
U 0
0 V

)
. Легко проверить, что матрица H — ортогональ-

ная. Умножая систему (3) слева на H⊤, учитывая разложение (4) и то, что
HH⊤ = I, имеем

(
U⊤ 0
0 V ⊤

)(
ωIm UBV ⊤

V B⊤U⊤ −ωIn

)(
U 0
0 V

)(
U⊤ 0
0 V ⊤

)(
z
x

)
=

=

(
U⊤ 0
0 V ⊤

)(
b̃
0

)
,

или после преобразований
(
ωIm B
B⊤ −ωIn

)(
U⊤z
V ⊤x

)
=

(
U⊤b̃
0

)
.

Вводя соответствующие обозначения, получаем требуемое утверждение. �

Отметим, что в обозначениях системы (5) вектор v соответствует решению
регуляризованной нормальной системы

(
B⊤B + αI

)
v = B⊤d̃, (6)

а w =
(
d̃−Bv

)
ω−1.

Перейдём к решению расширенной регуляризованной нормальной систе-
мы (5). Обозначим

B̃ω =

(
ωIm B
B⊤ −ωIn

)
. (7)
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Введём следующую перестановку натуральных чисел от 1 до m+ n:

1,m+ 1, 2,m + 2, 3,m+ 3, . . . , n,m+ n, n+ 1, n + 2, . . . ,m− 1,m. (8)

В случае, когда m = n, ряд (8) обрывается на числе 2n.
Пусть P — матрица перестановок, соответствующая перестановке (8). Обо-

значим
Tω = P⊤B̃ωP ∈ R

(m+n)×(m+n). (9)

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что матрица Tω, получен-

ная из матрицы B̃ω путём симметричной перестановки строк и столбцов, бу-
дет трёхдиагональной и симметричной.

Учитывая (7), (9), перепишем систему (5) в виде

Tωy = f̃ , (10)

где y = P⊤

(
w
v

)
, f̃ = P⊤

(
d̃
0

)
.

Рассмотрим два случая: m > n и m = n.
Если m > n, то матрица Tω будет выглядеть следующим образом:

Tω =

(
Qω O(2n+1)×(m−n−1)

O(m−n−1)×(2n+1) ωIm−n−1

)
∈ R

(m+n)×(m+n), (11)

где Qω — трёхдиагональная матрица вида

Qω =




ω b1,1
b1,1 −ω b2,1

b2,1 ω b2,2
. . .

. . .
. . .

bn+1,n ω




∈ R
(2n+1)×(2n+1). (12)

В случае m = n матрице B будет соответствовать матрица Tω:

Tω =




ω b1,1
b1,1 −ω b2,1

b2,1 ω b2,2
. . .

. . .
. . .

bn,n −ω




∈ R
2n×2n. (13)

Для простоты и единообразия описания дальнейшего процесса решения
в случае m = n дополним систему (10) фиктивным уравнением

bn+1,n + ωy2n+1 = f̃2n+1, (14)

в котором положим bn+1,n = f̃2n+1 = 0. Тогда можно считать, что матрица
Qω при m = n имеет вид

Qω =

(
Tω O2n×1

O1×2n ω

)
∈ R

(2n+1)×(2n+1). (15)
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Учитывая (11), (14), (15), систему уравнений (10) можно переписать в виде

{
Qωy

(1) = f̃ (1),

ωy(2) = f̃ (2)

и решение (10) сводится к решению системы

Qωy
(1) = f̃ (1), (16)

где

y(1) =




y1
...

y2n+1


 , y(2) =




y2n+2
...

yn+m


 , f̃ (1) =




f̃1
...

f̃2n+1


 , f̃ (2) =




f̃2n+2
...

f̃n+m


 .

Непосредственное решение системы (16) как системы с трёхдиагональ-
ной квадратной матрицей может привести к большим погрешностями, так
как главная диагональ матрицы Qω, как следует из (12), (13) (15), содержит
параметр регуляризации ω, значение которого может быть мало́.

Опишем метод получения устойчивого решения системы (16). Перепишем
(16) в виде




ω b1,1
b1,1 −ω b2,1

. . .
. . .

. . .
bn+1,n ω







y1
y2
...

y2n+1


 =




f̃1
f̃2
...

f̃2n+1


 .

Проведём исключение из этой системы переменных с чётными индексами.
Для этого из строк с номерами 2i − 1 и 2i + 1, 1 6 i 6 n вычтем строку с
номером 2i, умноженную на −bi,i/ω и на −bi+1,i/ω соответственно. Умножая
полученные уравнения на ω, получим систему





Cωu = g,

y2i =
( f̃2i − bi,iy2i−1 − bi+1,iy2i+1

−ω
)
, 1 6 i 6 n,

(17)

где

Cω =




c1 c′1
c′1 c2 c′2

. . .
. . .

. . .
c′n cn+1


 , u =




y1
y3
...

y2n+1


 , g =




g1
g2
...

gn+1


 ;

c1 = b21,1 + ω2, cn+1 = b2n+1,n + ω2, ci = b2i,i−1 + b2i,i + ω2, 2 6 i 6 n;
c′i = bi,ibi+1,i, 1 6 i 6 n;
g1 = f1ω + f2b1,1, gn+1 = f2n+1ω + f2nbn+1,n,

gi = f2i−1ω + f2i−2bi,i−1 + f2ibi,i, 2 6 i 6 n.
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Определим числа

ηi =
i∏

k=1

ζk, 1 6 i 6 n+ 1,

где

ζ1 = 1; ζk =





|bk−1,k−1|
|bk,k−1|

, 0 < |bk−1,k−1| < |bk,k−1|,
1, |bk−1,k−1| > |bk,k−1|,

2 < k 6 n+ 1.

Пусть D = diag(η1, η2, . . . , ηn+1) ∈ R
(n+1)×(n+1) – диагональная матрица.

Рассмотрим следующую СЛАУ:

C̃ωψ = g, (18)

где C̃ω = CωD, ψ = D−1u.

Теорема. Для системы (18) метод прогонки будет корректен и устой-
чив при любом ω > 0.

Док а з ат е л ь ств о. Докажем корректность. Прогонка будет коррект-
ной, если знаменатели ∆i прогоночных коэффициентов δi, 1 6 i 6 n+ 1, не

обращаются в нуль. Для матрицы C̃ω имеем

δ1 = −c
′
1η2
c1η1

= − (b1,1b2,1)η2
(b21,1 + ω2)η1

= − b1,1b2,1
b21,1 + ω2

ζ2, ∆1 = b21,1 + ω2 > 0;

δ2 = − c′2η3
c2η2 + c′1η1δ1

= − (b2,2b3,2)η3
(b22,1 + b22,2 + ω2)η2 + (b1,1b2,1)η1δ1

=

= − (b2,2b3,2)η3

(b22,1 + b22,2 + ω2)η2 −
(
b1,1b2,1

b1,1b2,1

b2
1,1

+ω2

)
η2

= − b2,2b3,2

b22,1 + b22,2 + ω2 − b2
1,1b

2
2,1

b2
1,1+ω2

ζ3,

∆2 = b22,1 + b22,2 + ω2 −
b21,1b

2
2,1

b21,1 + ω2
> b22,2 + ω2 > 0.

Далее, по индукции, пусть для всех k, 1 6 k 6 i, выполняется

δk = −bk,kbk+1,k

∆k

ζk+1, ∆k > b2k,k + ω2 > 0.

Для k = i+ 1 имеем

δi+1 = − c′i+1ηi+2

ci+1ηi+1 + c′iηiδi
= − (bi+1,i+1bi+2,i+1)ηi+2

(b2i+1,i + b2i+1,i+1 + ω2)ηi+1 + (bi,ibi+1,i)ηiδi
=

= − bi+1,i+1bi+2,i+1

b2i+1,i + b2i+1,i+1 + ω2 − b2
i,i

b2
i+1,i

∆i

ζi+2,
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∆i+1 = b2i+1,i + b2i+1,i+1 + ω2 −
b2i,ib

2
i+1,i

∆i

>

> b2i+1,i + b2i+1,i+1 + ω2 −
b2i,ib

2
i+1,i

b2i,i + ω2
> b2i+1,i+1 + ω2 > 0.

Таким образом,

δi+1 = −bi+1,i+1bi+2,i+1

∆i+1
ζi+2, ∆i+1 > b2i+1,i+1 + ω2 > 0

и, следовательно,

δi = −bi,ibi+1,i

∆i

ζi+1, ∆i > b2i,i + ω2 > 0

выполняется для всех i = 1, 2, . . . , n+ 1.
Корректность прогонки для системы (18) доказана.
Докажем устойчивость. Прогонка будет устойчивой, если для всех δi,

i = 1, 2, . . . , n+ 1, выполняется условие |δi| < 1.
Учитывая полученные ранее неравенства, имеем

|δi| =
|bi,ibi+1,i|

∆i

ζi+1 6
|bi,ibi+1,i|
b2i,i + ω2

ζi+1 6
b2i,i

b2i,i + ω2
< 1, i = 1,2, . . . , n; |δn+1| = 0.

Таким образом, для системы (18) метод прогонки будет корректным и
устойчивым для любого ω > 0. �

Отметим, что иногда требуется найти не всё решение

(
w̃
ṽ

)
системы

(5), а только вектор невязки w̃. В этом случае в соответствующей системе
(17) нет необходимости находить неизвестные y2i, i = 1, 2, . . . , n, поскольку,
как следует из (8), (10), эти компоненты вектора y соответствуют вектору v
системы (5).

3. Вычислительная сложность алгоритма. Проведём анализ вычислитель-
ных затрат предложенного алгоритма. Наиболее трудоёмким является приве-
дение матрицы исходной системы (1) к двухдиагональному виду (получение
разложения (4)). Известно два варианта этой процедуры: двухдиагонализа-
ция Хаусхолдера и R-двухдиагонализация [5]. Первый даёт лучший результат
при m 6 5/3n, второй — при m > 5/3n. В случае, когда явное формирование
матриц U и V не требуется, как в предложенном алгоритме, двухдиагонали-
зация Хаусхолдера требует 4mn2− 4n3/3+O(n2) флопов, затраты на выпол-
нение R-двухдиагонализация составляют 2mn2 + 2n3 + O(n2) флопов [5].

Следует заметить, что решение системы (2) получается из решения си-
стемы (6) при помощи ортогонального преобразования, которое сохраняет
евклидову норму вектора. Это обстоятельство часто позволяет использовать
его, не вычисляя регуляризованного решения исходной системы. В этом слу-
чае количество арифметических операций, необходимых на одну итерацию
решения системы (6), составляет 17n. Если всё-таки необходимо при каж-
дом параметре регуляризации вычисления решение исходной системы (2), то
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Время вычисления параметра регуляризации методом перекрёстной значимости
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`

метод
размерность

512 × 512 1024× 1024 1536× 1536 2048× 2048

на основе РРНС, сек 11,19 66,45 201,05 446,64
на основе SVD, сек 15,06 112,66 382,77 918,58

каждая итерация потребует 17n + n2 операций. Все остальные вычисления,
связанные с реализацией алгоритма, требуют порядка O(n2) операций и не
вносят существенного вклада в общие вычислительные затраты приm,n≫ 1.

Итого вычислительная сложность предложенного алгоритма составляет
4mn2 − 4n3/3 + τ(17n[+n2]) + O(n2) (при m 6 5/3n) или 2mn2 + 2n3 +
+ τ(17n[+n2]) + O(n2) (при m > 5/3n) флопов, где τ — количество вычис-
ляемых решений.

Оценим необходимый для реализации алгоритма объём оперативной па-
мяти. Разложение (4) может быть записано на место исходной матрицы при
условии, что матрицы U и V хранятся в факторизованном виде [5]. Их явное
формирование для реализации предложенного алгоритма, как упоминалось
ранее, не требуется. Более того, матрица U нужна лишь для получения пра-
вой части системы (5). Таким образом, предложенный алгоритм не требует
дополнительной оперативной памяти и вычисления по нему могут быть реа-
лизованы на месте матрицы исходной системы.

Заключение. Проведём сравнение предложенного вычислительного алго-
ритма с алгоритмом, использующим сингулярное разложение матрицы си-
стемы, как наиболее важным конкурентом решения подобного класса задач.

Одним из подходов к вычислению параметра регуляризации, не требую-
щим априорной информации, является метод перекрёстной значимости [6].

Основным преимуществом предложенного метода является то, что он мо-
жет быть реализован на месте матрицы исходной системы без использования
дополнительной памяти, в отличие от SVD-метода.

Сравнение времени работы, приведенное в таблице, показывает, что пред-
ложенный алгоритм имеет преимущество, которое увеличивается с ростом
размерности задачи.

Многочисленные численные эксперименты показали, что оба метода дают
приблизительно одинаковую точность решения. Из этого следует, что пред-
ложенный алгоритм позволяет эффективно вычислять решения регуляризо-
ванной нормальной системы уравнений существенно большей размерности
при различных параметрах регуляризации по сравнению с SVD-методом и
при одних и тех же характеристиках точности.
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