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Для обобщённого осесимметрического уравнения Гельмгольца исследована нело-
кальная краевая задача. Спектральным методом доказана единственность ре-
шения и найдены условия его существования. Приведена формула, в которой
решение представляется в виде биортогонального ряда.
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Рассмотрим уравнение

Lu ≡ uxx + uyy +
2p

y
uy + b2u = 0, p 6= n+

1

2
, n ∈ Z (1)

в полуполосе D = {(x, y) | 0 < x < 1, y > 0}. Для уравнения (1) поставим
следующую задачу.

Задача. Найти в области D функцию u(x, y), удовлетворяющую уравне-
нию (1) и следующим условиям:

u(x, y) ∈ C1(D ∪ {x = 0, y > 0}) ∩ C2(D); (2)

u(0, y) = u(1, y), ux(0, y) = 0; (3)

lim
y→0+

u(x, y) = ϕ(x), 2p < 1,

lim
y→0+

y2p−1uy(x, y) = ϕ(x), 2p > 1;
(4)

lim
l→∞

lp
∫

1

0

u
(

x,
(2l + p)π

2
√

|(2πn)2 − b2|

)

sin(2πnx)dx = 0, l ∈ N,

lim
l→∞

lp
∫

1

0

u
(

x,
(2l + p)π

2
√

|(2πn)2 − b2|

)

(1− x) cos(2πnx)dx = 0, l ∈ N.

(5)

Заметим, что подобная задача, но для уравнения

uxx + uyy +
2p

y
uy − b2u = 0,

была изучена в работах [1, 2]. А для уравнения

ymuxx + uyy − b2ymu = 0, b > 0,m > 0

подобные задачи рассматривались в публикациях [3, 4].

Антон Александрович Абашкин, аспирант, каф. высшей математики.
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Об одной нелокальной задаче для осесимметрического уравнения Гельмгольца

Уравнение (1) является частным случаем двуосесимметрического урав-
нения Гельмгольца, которое подробно рассматривалось в монографии [5].
В частном случае при p = 0 уравнение (1) является уравнением Гельмгольца.
Оно возникает при моделировании в волноводной электродинамике [6].

Теорема 1. Если решение задачи для уравнения (1) с условиями (2)–(5)
существует, то оно единственно.

Док а з ат е л ь ств о. Пусть u(x, y)— решение задачи (2)–(5) для уравне-
ния (1). Рассмотрим функции

vn = 4

∫

1

0

u(x, y) sin(2πnx)dx, (6)

u0 = 2

∫

1

0

u(x, y)(1 − x)dx, (7)

un = 4

∫

1

0

u(x, y)(1 − x) cos(2πnx)dx. (8)

Так как u(x, y) является решением уравнения (1), выполняется соотноше-
ние

∫

1

0

(

uxx + uyy +
2p

y
uy + b2u

)

sin(2πnx)dx = 0,

которое интегрированием по частям можно привести к виду

v′′n +
2p

y
v′n −

(

(2πn)2 − b2
)

vn = 0. (9)

При |2πn| > |b| уравнение (9) заменой vn(y) = y−pW (
√
sny), где sn = (2πn)2−

− b2, сводится к модифицированному уравнению Бесселя, поэтому решением
уравнения (9) будет функция [7, с. 13]

vn(y) = C1y
−pIp(

√
sny) + C2y

−pKp(
√
sny), (10)

где Iν(z), Kν(z)— модифицированные функции Бесселя.
Из условия (5) получаем, что C1 = 0 ввиду асимптотики функций Kν(z)

и Iν(z) при z → ∞ [7, с. 32, с. 99]:

Kν(z) ≃
e−z

√
z
, Iν(z) ≃

ez√
z
. (11)

Теперь, используя условие (4) и асимптотику для функции Макдональда
[8, с. 246]

Kν(z) ≃
Γ(|ν|)

21−|ν|x|ν|
, z → 0, (12)

найдём C2.
При 2p > 1 имеем

lim
y→0

(y2p−1vn(y)) = C2

Γ(p)

21−p(
√
sn)p

= 4

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx.
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Выражая из этого соотношения C2, получаем

C2 =
23−p(

√
sn)

p

Γ(p)

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx.

Тогда vn(y) имеет следующий вид:

vn(y) =
23−p(

√
sn)

p

Γ(p)
y−pKp(

√
sny)

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx. (13)

При 2p < 1 имеем

lim
y→0

vn(y) = C2

Γ(−p)(
√
sn)

p

21+p
= 4

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx.

Для C2 получаем такое выражение:

C2 =
2p+3

Γ(−p)(
√
sn)p

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx.

Функция vn(y) тогда принимает следующий вид:

vn(y) =
2p+3

Γ(−p)(
√
sn)p

y−pKp(
√
sny)

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx. (14)

При |2πn| < |b| уравнение (9) заменой vn(y) = y−pW (
√−sny) сводится к

уравнению Бесселя, решение которого имеет вид [7, с. 12]:

vn(y) = C3y
−pJp(

√
−sny) + C4y

−pYp(
√
−sny), (15)

где Jν(z)— функция Бесселя [7, с. 12]:

Jν(z) =
∞
∑

m=0

(−1)m
(

z
2

)2m+ν

m!Γ(m+ ν + 1)
, ν 6∈ Z, (16)

Yν(z)— функция Вебера [7, с. 12]:

Yν =
1

sin(νπ)
(Jν(z) cos(νπ)− J−ν(z)), ν 6∈ Z. (17)

Учитывая асимптотику функций Бесселя и Вебера [7, с. 98]:

Jν(z) =

√

π

2z

(

cos
(4z − (2ν + 1)π

4

)

+ O

(1

z

))

, z → ∞,

Yν(z) =

√

π

2z

(

sin
(4z − (2ν + 1)π

4

)

+ O

(1

z

))

, z → ∞,

для выполнения условия (5) требуется положить C3 = 0.
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Об одной нелокальной задаче для осесимметрического уравнения Гельмгольца

Найдём C4, используя условие (4) и определения функций Бесселя (16) и
Вебера (17). Тогда при 2p > 1 имеем

lim
y→0

y2p−1vn(y) = C4

2p

sin(πp)Γ(−p+ 1)(
√−sn)p

= 4

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx.

Выражая C4 из этого соотношения, получаем

C4 = 2−p+2 sin(πp)Γ(−p+ 1)(
√
−sn)

p

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx.

В этом случае vn(y) выражается следующей формулой:

vn(y) = 2−p+2 sin(πp)Γ(−p+ 1)(
√
−sn)

py−pYp(
√
−sny)×

×
∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx. (18)

При 2p < 1

lim
y→0

vn(y) = C4

ctg(πp)(
√−sn)

p

2pΓ(−p+ 1)
= 4

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx,

а значит

C4 =
2p+2Γ(−p+ 1)

ctg(πp)(
√−sn)p

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx

и

vn(y) =
2p+2Γ(−p+ 1)

ctg(πp)(
√−sn)p

y−pYp(
√
−sny)

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx. (19)

Найдём теперь u0(y). Аналогично предыдущим рассуждениям приходим
к уравнению

u′′0 +
2p

y
u′0 + b2u0 = 0.

Заменой u0(y) = y−pW (by) оно сводится к уравнению Бесселя. Его реше-
нием будет функция u0(y) = C5y

−pJp(by) + C6y
−pYp(by). Ввиду условия (5)

C5 = 0.
Найдём C6 из условия (4), опираясь на явный вид функции Бесселя (16)

и Вебера (17). При 2p > 1 имеем

lim
y→0

y2p−1u0(y) = C6

2p

sin(πp)Γ(−p+ 1)bp
= 2

∫

1

0

ϕ(x)(1 − x)dx.

Преобразовав это соотношение, получим

C6 = 2−p+1 sin(πp)Γ(−p + 1)bp
∫

1

0

ϕ(x)(1 − x)dx.

Тогда

u0(y) = 2−p+1 sin(πp)Γ(−p+ 1)bpy−pYp(by)

∫

1

0

ϕ(x)(1 − x)dx. (20)
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При 2p < 1 имеем

lim
y→0

u0(y) = C6

ctg(πp)bp

2pΓ(−p+ 1)
= 2

∫

1

0

ϕ(x)(1 − x)dx,

а значит

C6 =
2p+1Γ(−p+ 1)

ctg(πp)bp

∫

1

0

ϕ(x)(1 − x)dx

и

u0(y) =
2p+1Γ(−p+ 1)

ctg(πp)bp
y−pYp(by)

∫

1

0

ϕ(x)(1 − x)dx. (21)

Теперь найдём un(y). Аналогично предыдущим случаям приходим к обык-
новенному дифференциальному уравнению

u′′n +
2p

y
u′n − ((2πn)2 − b2)un = −4πnvn. (22)

Уравнение (22) — линейное неоднородное дифференциальное уравнение,
его решение можно представить в виде суммы общего решения однородного
уравнения и частного решения неоднородного. Однородное уравнение совпа-
дает с уравнением (9), его решение имеет вид (10) при |2πn| > |b| и вид (15)
при |2πn| < |b|.

Частным решением уравнения (22) будет функция CKy−p+1Kp−1(
√
sn),

если |2πn| > |b|, и функция CJy
−p+1Jp−1(

√−sny), если |2πn| < |b|, где

CK = −πn(
√
sn)

p−1

2p−1pΓ(p)

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx, 2p > 1,

CK = − 2p+5πn

pΓ(−p)(
√
sn)p+1

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx, 2p < 1,

CJ = −πn sin(πp)Γ(−p+ 1)(
√−sn)

p−1

2pp

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx, 2p > 1,

CJ = − 2p+4πnΓ(−p+ 1)

p ctg(πp)(
√−sn)p+1

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx, 2p < 1.

Тогда общее решение уравнения (22) имеет вид

un(y) = C7y
−pIp(

√
sny) + C8y

−pKp(
√
sny), |2πn| > |b|,

un(y) = C9y
−pJp(

√
−sny) +C10y

−pYp(
√
−sny), |2πn| < |b|.

Ввиду условия (5) C7 = 0 и C9 = 0.
Теперь рассмотрим условие (4). При |2πn| > |b| и при 2p > 1 имеем

lim
y→0

y2p−1un(y) = C8

Γ(p)

21−p(
√
sn)p

= 4

∫

1

0

ϕ(x)(1 − x) cos(2πnx)dx,
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т. е.

C8 =
23−p(

√
sn)

p

Γ(p)

∫

1

0

ϕ(x)(1 − x) cos(2πnx)dx.

Тогда для un(y) получим следующее выражение:

un(y) =
23−p(

√
sn)

p

Γ(p)
y−pKp(

√
sny)

∫

1

0

ϕ(x)(1 − x) cos(2πnx)dx−

− πn(
√
sn)

p−1

2p−1pΓ(p)
y−p+1Kp−1(

√
sny)

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx. (23)

А при 2p < 1—

lim
y→0

un(y) = C8

Γ(−p)(
√
sn)

p

21+p
+CK

Γ(−p+ 1)(
√
sn)

p−1

2p
=

= 4

∫

1

0

ϕ(x)(1 − x) cos(2πnx)dx.

Из этого соотношения выражаем C8:

C8 =
23+p

∫

1

0
ϕ(x)(1 − x) cos(2πnx)dx

Γ(−p+ 1)(
√
sn)p+1

+
2p+6πn(−p+ 1)

pΓ(−p)(
√
sn)p−2

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx

и получаем представление для un:

un(y) =

(

23+p
∫

1

0
ϕ(x)(1 − x) cos(2πnx)dx

Γ(−p+ 1)(
√
sn)p+1

+

+
2p+6πn(−p+ 1)

pΓ(−p)(
√
sn)p−2

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx

)

y−pKp(
√
sny)+

+
2p+5πn

pΓ(−p)(
√
sn)p+1

y−p+1Kp−1(
√
sny)

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx. (24)

При |2πn| < |b| и 2p > 1 имеем

lim
y→0

y2p−1un(y) = C10

2p

sin(πp)Γ(−p+ 1)(
√−s)p

= 4

∫

1

0

ϕ(x)(1 − x) cos(2πnx)dx.

Отсюда

C10 = 2−p+2 sin(πp)Γ(−p + 1)(
√
−sn)

p

∫

1

0

ϕ(x)(1 − x) cos(2πnx)dx

и

un = 2−p+2 sin(πp)Γ(−p+1)(
√
−sn)

py−pYp(
√
−sny)

∫

1

0

ϕ(x)(1−x) cos(2πnx)dx−
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− πn sin(πp)Γ(−p+ 1)(
√−sn)

p−1

2pp
y−p+1Jp−1(

√
−sny)×

×
∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx.

При 2p < 1 имеем

lim
y→0

un(y) = C10

ctg(πp)(
√−sn)

p

2pΓ(−p+ 1)
+CJ

ctg(π(p − 1))(
√−sn)

p−1

2p−1Γ(−p+ 2)
=

= 4

∫

1

0

ϕ(x)(1 − x) cos(2πnx)dx.

В этом случае

C10 =
2p+2Γ(−p+ 1)

ctg(πp)(
√−sn)p

1
∫

0

ϕ(x)(1 − x) cos(2πnx)dx+

+
2p+5(−p+ 2)πnΓ(−p+ 1)

p ctg(π(p − 1))(
√−sn)p+2

1
∫

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx. (25)

В итоге

un =

(

2p+2Γ(−p+ 1)

ctg(πp)(
√−sn)p

1
∫

0

ϕ(x)(1 − x) cos(2πnx)dx+

+
2p+5(−p+ 2)πnΓ(−p+ 1)

p ctg(π(p − 1))(
√−sn)p+2

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx

)

y−pYp(
√
−sny)−

− 2p+4πnΓ(−p+ 1)

p ctg(πp)(
√−sn)p+1

y−p+1Jp−1(
√
−sny)

∫

1

0

ϕ(x) sin(2πnx)dx. (26)

Из формул (13), (14), (18)–(21), (23)–(26) следует, что если ϕ(x) = 0, то
vn(y) = 0, u0(y) = 0 и un(y) = 0, но тогда u(x, y) = 0 в силу полноты си-
стемы {4 sin 2πnx}∞n=1, {2(1 − x)}, {4(1 − x) cos 2πnx}∞n=1 [9], что завершает
доказательство единственности решения. �

Теорема 2. Если ϕ(x) ∈ C[0, 1], то решение задачи (2)–(5) для уравне-
ния (1) существует и представимо в виде

u(x, y) = u0(y) +

∞
∑

n=1

un(y) cos 2πnx+

∞
∑

n=1

vn(y)x sin 2πnx. (27)

Док а з ат е л ь ств о. Поскольку системы функций {4 sin 2πnx}∞n=1,
{2(1 − x)}, {4(1−x) cos 2πnx}∞n=1 и {x sin 2πnx}∞n=1, {1}, {cos 2πnx}∞n=1 образу-
ют базис Рисса [9], достаточно доказать равномерную сходимость ряда (27).
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Об одной нелокальной задаче для осесимметрического уравнения Гельмгольца

Рассмотрим ряд из абсолютных значений коэффициентов при cos 2πnx, то
есть из |un(y)| при y > δ > 0. Для каждого n все множители, входящие в оба
слагаемых, при условиях теоремы имеют степенной характер при n → ∞,
кроме множителей Kp(

√
sny) и Kp+1(

√
sny), которые убывают экспоненци-

ально. Таким образом, слагаемые ряда убывают экспоненциально, а значит,
ряд

∑∞
n=1

|un(y)| сходится равномерно.
По аналогичным соображениям равномерно сходится ряд

∑∞
n=1

|vn(y)|.
Из равномерной сходимости ряда

∑∞
n=1

|un(y)| и ряда
∑∞

n=1
|vn(y)| следует

равномерная сходимость ряда (27), что завершает доказательство существо-
вания решения исследуемой задачи. �
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