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На основе метода Римана получено решение задачи Гурса для системы диф-
ференциальных уравнений третьего порядка. Получена матрица Римана, выра-
женная через гипергеометрические функции матричного аргумента, с помощью
которой найдено решение задачи Гурса для системы линейных гиперболических
уравнений третьего порядка.
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Введение. Известно [1], что основной вклад в начало современной теории
гиперболических уравнений в частных производных был внесён Б. Риманом,
получившим в работе [2] интегральное представление задачи Коши в фор-
ме, аналогичной представлениям решений краевых задач для эллиптических
уравнений второго порядка с помощью функций Грина.

Метод, применяемый Б. Риманом, предполагал существование вспомога-
тельной функции, теперь называемой функции Римана, обладающей извест-
ными свойствами [1]. Функция Римана играет фундаментальную роль в тео-
рии линейных уравнений гиперболического типа и с её помощью удаётся, как
правило, записать решение задач Коши и Гурса в явном виде (в квадрату-
рах).

Однако и до сегодняшнего дня известен небольшой класс уравнений, для
которых функция Римана может быть записана в замкнутом виде.

Метод Римана решения краевых задач для уравнений гиперболического
типа второго порядка с двумя независимыми переменными обобщался на дру-
гие уравнения и системы. В монографиях А.В. Бицадзе [3] и И.Н. Векуа [4]
приведено обобщение метода Римана на один класс гиперболических систем
второго порядка с двумя независимыми переменными и кратными характе-
ристиками, при этом показано, что вопрос о нахождении матрицы Римана
редуцируется к решению системы интегральных уравнений Вольтерра вто-
рого рода, которая всегда имеет единственное решение.

Дальнейшему развитию метода Римана для уравнения гиперболического
типа с двумя независимыми переменными были посвящены работы А.П. Сол-
датова, М.Х Шханукова [5], О.М. Джохадзе [6], О.С. Зикирова [7], где да-
но определение функции Римана, которая вводится как решение некоторой
специальной задачи Гурса. Такой способ обеспечивает существование функ-
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ции Римана, но вопрос о ее явном построении остается открытым. В работах
В.И. Жегалова, А.Н. Миронова и Е.А. Уткиной [8, 9] предлагается способ
нахождения функции Римана как решения интегрального уравнения.

Известно, что с помощью интерполяционного многочлена Лагранжа–Силь-
вестра [10] можно определить значение аналитической функции на множестве
постоянных квадратных матриц. Если ограничиться множеством матриц, яв-
ляющихся значениями некоторых аналитических функций от одной матрицы,
то определение легко обобщается на случай аналитических функций многих
комплексных переменных, что позволяет, в свою очередь, доопределять це-
лый ряд специальных функций на матричные значения входящих в них па-
раметров. Некоторые примеры приведены в работах [11, 12], где также дано
определение матрицы Римана, которое мы приведём ниже.

1. Постановка задачи. В односвязной области D = {(x, y) : 0 < x < 1,
0 < y < 1} независимых переменных (x, y) рассмотрим систему линейных
уравнений третьего порядка в частных производных, не содержащую произ-
водные порядка меньше третьего:

MU ≡ Uxxy + ΛU = 0, (1)

где U(x, y)— искомая n-мерная вектор-функция, Λ— постоянная квадратная
матрица порядка n.

Регулярным в области D решением системы уравнений (1) называется
вектор-функция U(x, y), имеющая в D все непрерывные частные производ-
ные, входящие в уравнение (1), и удовлетворяющая ей в обычном смысле.

Для системы уравнений (1) поставим следующую граничную задачу (за-
дачу Гурса): найти регулярное в области D решение U(x, y) системы уравне-
ний (1), удовлетворяющее условиям

U(x, y)|x=0 = A(y), 0 6 y 6 1,
Ux(x, y)|x=0 = B(y), 0 6 y 6 1,
U(x, y)|y=0 = C(x), 0 6 x 6 1,

(2)

где A(y), B(y), C(x)— заданные вектор-функции такие, что A(0) = C(0),
C ′(0) = B(0).

Сопряжённый оператор по Лагранжу [5] для Mu есть

M∗V ≡ −Vxxy + V Λ, (3)

где V (x0, y0;x, y)— квадратная матрица порядка n.
Применяя векторный аналог тождества Грина [5]

V (MU)− (M∗V )U ≡
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
,

где P = V Uxy + VxyU , Q = −VxUx, на области D0 = {(x, y) : 0 < x < x0,
0 < y < y0} придём к следующему соотношению:

∫∫

D0

(

V (MU)− (M∗V )U
)

dx dy =

∫

Γ
P dy −Qdx, (4)

где Γ = D0\D0.
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Полагая, что U(x, y)— решение системы уравнений (1), а V = V (x0, y0;x, y)
удовлетворяет матричному уравнению M∗V = 0, после некоторых преобра-
зований с криволинейными интегралами второго рода получим

∫ x0

0
Vx(x0, y0;x, y)Ux(x, y)

∣

∣

y=0
dx−

−

∫ y0

0

(

V (x0, y0;x, y)Uxy(x, y) + Vxy(x0, y0;x, y)U(x, y)
)∣

∣

x=0
dy+

+

∫ y0

0

(

V (x0, y0;x, y)Uxy(x, y) + Vxy(x0, y0;x, y)U(x, y)
)
∣

∣

x=x0
dy−

−

∫ x0

0
Vx(x0, y0;x, y)Ux(x, y)

∣

∣

y=y0
dx = 0. (5)

2. Определение матрицы Римана. Матрицей Римана для уравнения (1)
называется решение V = V (x0, y0;x, y) задачи

M∗V = 0

при выполнении условий

V (x0, y0;x, y)|x=x0 = 0,
V (x0, y0;x, y)|y=y0 = (x− x0)E,
Vx(x0, y0;x, y)|x=x0 = E,

(6)

где (x0, y0)— произвольная точка области D, E — единичная матрица поряд-
ка n.

Интегрируя по частям полученное равенство (5) и учитывая условия (2)
и (6), получим

∫ x0

0
Vx(x0, y0;x, 0)C

′(x) dx−

− V (x0, y0; 0, y0)Ux (0, y0) + V (x0, y0; 0, 0)Ux (0, 0)−

−

∫ y0

0
Vy(x0, y0; 0, y)Ux(0, y)dy −

∫ y0

0
Vxy(x0, y0; 0, y)A(y)dy+

+

∫ x0

0
Ux(x, y0)dx = 0,

Vx(x0, y0;x0, 0)C(x0)− Vx(x0, y0; 0, 0)C(0) −

∫ x0

0
Vxx(x0, y0;x, 0)C(x)dx−

− V (x0, y0; 0, y0)B(y0) + V (x0, y0; 0, 0)B(0) +

∫ y0

0
Vy(x0, y0; 0, y)B(y)dy−

−

∫ y0

0
Vxy(x0, y0; 0, y)A(y)dy − U(x0, y0) +A(y0) = 0.

Вектор-функция, являющаяся решением уравнения (1), имеет вид
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U(x0, y0) = Vx(x0, y0; 0, 0)A(0) +

∫ y0

0
Vx(x0, y0; 0, y)A

′(y)dy−

−

∫ y0

0
V (x0, y0; 0, y)B

′(y)dy +

∫ x0

0
Vx(x0, y0;x, 0)C

′(x)dx. (7)

3. Построение матрицы Римана. Введём новые переменные t = x−x0, s =
= y − y0. Матрицей Римана V (t, s) является решение матричного уравнения

Vtts − V Λ = 0, (8)

удовлетворяющее условиям

V (0, s) = 0, V (t, 0) = tE, Vt(0, s) = E. (9)

Решение задачи (8), (9) будем искать в виде мультипликативного пре-
образования V = tW (σ), где σ = t2s. Матричное уравнение (8) при этом
преобразуется к виду

4σ2W ′′′(σ) + 14σW ′′ + 6W ′ −WΛ = 0 (10)

при W (0) = E.
Пусть δ ≡ σ d

dσ
[13], тогда

σ2
d2

dσ2
≡ δ2 − δ,

σ3
d3

dσ3
≡ δ3 − 3δ2 + 2δ. (11)

Подставляя (11) в (10), получим

(

4(δ3 − 3δ2 + 2δ) + 14(δ2 − δ) + 6δ
)

W = σWΛ,
(

4δ2
(

δ +
1

2

)

W − σWΛ

)

= 0. (12)

Ищем решение матричного уравнения (12) в виде W (σ) =
∑

∞

m=0Amσ
m, где

Am — постоянные квадратные матрицы порядка n. Так как

4m2

(

m+
1

2

)

Am = Am−1, A0 = E,

получаем следующую рекуррентную формулу:

Am =
1

(1)m(
3
2 )mm!22m

Λm.

Следовательно,

W (σ) =

∞
∑

m=0

1

(1)m(
3
2 )mm!

(σ

4

)m

Λm.
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Пользуясь определением обобщенной гипергеометрической функции [13, 14],
получим матрицу Римана:

V (x0, y0;x, y) = (x− x0) 0F2

(

1;
3

2
;
(σ

4

)

Λ

)

. (13)

При подстановке (13) в (7) после некоторых преобразований решение за-
дачи Гурса уравнения (1) принимает вид

U(x0, y0) =

(

0F2

(

1;
3

2
; τ0Λ

)

+
4

3
τ0 0F2

(

2;
5

2
; τ0Λ

)

)

A(0)+

+

∫ y0

0

(

0F2

(

1;
3

2
; τ1Λ

)

+
4

3
τ1 0F2

(

2;
5

2
; τ1Λ

)

)

A′(y)dy+

+

∫ y0

0
x0

(

0F2

(

1;
3

2
; τ1Λ

)

)

B′(y)dy+

+

∫ x0

0

(

0F2

(

1;
3

2
; τ2Λ

)

+
4

3
τ2 0F2

(

2;
5

2
; τ2Λ

)

)

C ′(x)dx, (14)

где τ0 = −0,25x20y0, τ1 = 0,25x20(y − y0), τ2 = −0,25(x − x0)
2y0.

С помощью интерполяционного многочлена Лагранжа–Сильвестра [10, 14]
можно определить значение функции матричного аргумента на множестве
квадратных матриц следующим образом:

0F2

(

1;
3

2
; τΛ

)

=

s
∑

k=1

mk
∑

j=1

αkj(Λ− λkE)j−1ψk(Λ),

где ψk(λ) = ψ(λ)
(λ−λk)

mk
, αkj = 1

(j−1)!

[

0F2(1; 3

2
;λ)

ψk(λ)

](j−1)

λ=λk
, j = 1, 2, . . . ,mk, k =

= 1, 2, . . . , s.
Непосредственной проверкой убеждаемся, что (14) удовлетворяет задаче

(1), (2). Таким образом, резюмируя вышеизложенное, основные результаты
можно сформулировать в виде теоремы.

Теорема. Если A(y), B(y), C(x) ∈ C1(I), I = (0, 1), то существует един-
ственное решение задачи Гурса (1), (2), которое имеет вид (14).
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The solution of the Goursat problem for the system of the differential equations of the
third order is received on the basis of Riemann method. The Riemann matrix expressed
in terms of hypergeometric functions with matrix argument is received, using it the
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