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РЕКУРРЕНТНАЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ
МНОГОМЕРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ
С ЛОКАЛЬНО АВТОКОРРЕЛИРОВАННЫМИ ПОМЕХАМИ
ВО ВХОДНЫХ И ВЫХОДНЫХ СИГНАЛАХ
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Предложен рекуррентный алгоритм, позволяющий получать сильно состоя-
тельные оценки параметров многомерных по входу линейных динамических си-
стем при наличии автокоррелированных помех наблюдения во входных и вы-
ходных сигналах. Проведенные численные эксперименты подтвердили высокую
эффективность предложенного метода идентификации.

Ключевые слова: рекуррентная идентификация, линейная динамическая систе-
ма, стохастическая аппроксимация, ошибки в переменных, метод наименьших
квадратов.

Введение. Проблема идентификации динамических систем с помехами во
входных и выходных сигналах, несомненно, является более сложной, чем
классическая постановка задачи в регрессионном анализе. Особый интерес
представляют рекуррентные методы идентификации, позволяющие получать
оценки параметров в реальном масштабе времени. В настоящее время наблю-
дается активное развитие состоятельных методов идентификации систем с
помехами во входных и выходных сигналах, таких как методы инструмен-
тальных переменных и их рекуррентные модификации [1, 2], а также ме-
тод компенсирующих смещение наименьших квадратов [3,4]. В подавляющем
большинстве статей помехи предполагаются стационарным белым шумом, од-
нако на практике помехи часто не только автокоррелированы, но и нестацио-
нарны. Для случая, когда помехи наблюдения — стационарные ARMA-шумы
и известна их структура, в [3] предложен алгоритм на основе компенсирую-
щего метода наименьших квадратов. В данной работе предложен алгоритм
идентификации многомерной по входу линейной динамической системы с по-
мехами наблюдений в виде нестационарных автокоррелированных шумов.

1. Постановка задачи. Рассматривается линейная динамическая система,
описываемая стохастическими уравнениями с дискретным временем i:

zi −

r
∑

m=1

b
(m)
0 zi−m =

d
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j=1

rj
∑

m=0
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(mj)
0 x

(j)
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yi = zi + ξ1(i), w
(j)
i = x

(j)
i + ξ(j)(i), i = . . .− 1, 0, 1 . . . ,
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где zi, yi — ненаблюдаемая и наблюдаемая выходные переменные; x
(j)
i , w

(j)
i —

ненаблюдаемая и наблюдаемая переменные в j–том входном сигналах; ξ(j)(i),
ξ1(i)— помеха наблюдения в j–том входном и выходном сигналах.

Обозначим

Ξr,r1...rd =
(

ξ1(i), . . . , ξ1(i− r)|ξ(j)(i), . . . , ξ(j)(i− r1)| . . . |

ξ(j)(i), . . . , ξ(j)(i− rd)
)⊤

.

Пусть матрица

N−1
N
∑

i=1

Ξr,r1...rdΞ
⊤
r,r1...rd

−−−−→
N→∞

(

hξ1(0) (h̃ξ1,2)
⊤

h̃ξ1,2 Hξ1,2

)

п.н.

положительно определённая, где h̃ξ1,2 =
(

hξ1(1),...,hξ1
(r) 0r1+...+rd+d×1

)⊤
∈

R
r+r1+...+rd+d — вектор размерности (r + r1 + . . .+ rd + d)×1;

Hξ1,2 =












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...
...

...
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
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





,

Hξ1 =





hξ1(0) . . . hξ1(r − 1)
...

...
hξ1(r − 1) . . . hξ1(0)



 , H
(j)
ξ2

=









h
(j)
ξ2

(0) . . . h
(j)
ξ2

(rj)
...

...

h
(j)
ξ2

(rj) . . . h
(j)
ξ2

(0)









.

Будем считать выполненными следующие условия:
1) множество B̃, которому априорно принадлежат истинные значения па-

раметров устойчивой линейной системы, является компактным;
2) помехи {ξ1(i)}, {ξ

(j)(i)} статистически не зависят друг от друга:

E{ξ1(i) | Fi} = 0, E{ξ(j)(i) | F
(j)
i } = 0,

E{ξ21(i) | Fi} 6 W < ∞, E{(ξ(j)(i))2 | F
(j)
i } = W (j) < ∞,

где F
(j)
i , Fi — σ-алгебры, индуцированные семействами случайных ве-

личин {ξ(j)(t), t ∈ Ti} и {ξ1(t), t ∈ Ti}; Ti = {t : t 6 i, t ∈ Z}; W
(j)
i ,

Wi — случайные величины (E(W
(j)
i ) 6 πξ(j) , E(Wi) 6 πξ1 , j = 1, 2, . . . , d);

E— оператор математического ожидания;
3) N−1

∑N
i=1 ξ1(i)ξ1(i+m) −−−−→

N→∞
hξ1(m) < ∞ п.н.,

N−1
∑N

i=1 ξ
(j)(i)ξ(j)(i+m) −−−−→

N→∞
h
(j)
ξ2

(m) < ∞ п.н.;

4)
{

x
(j)
i , . . . , x

(d)
i

}

статистически не зависят от {ξ1(i)}, {ξ
(j)(i)};
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5) последовательности {x
(j)
i }— стационарные в совокупности (в узком

смысле с дробно-рациональной плотностью) случайные сигналы, у ко-

торых E{(x
(j)
i )2} > 0; для некоторого π

(j)
x > 0: |x

(j)
x | < π

(j)
x п.н.;

6) полиномы M(q) = 1 −
∑r

m=1 b
(m)
0 · q−m и N (j)(q) =

∑rj
m=0 a

(mj)
0 · q−m

несократимы; здесь q−1 — оператор сдвига назад, т. е. q−1 · xi = xi−1.
Требуется рекуррентно определять оценки неизвестных коэффициентов

динамической системы, описываемой уравнением (1), по наблюдаемым по-

следовательностям yi, w
(j)
i .

2. Рекуррентный алгоритм идентификации. В [5] показано, что оценки
будут сильно состоятельны при использовании критерия

min
( b
a
)∈B̃

lim
i→∞

E

(

yi −
(

b
a

)⊤
Ai

Y,W

)2

ω(b, a)
, (2)

где b =
(

b(1), . . . , b(r)
)⊤

∈ R
r; a =

(

a(01), . . . , a(r11) | · · · | a(0d), . . . , a(rdd)
)⊤

∈

R
r1+...+rd+d; Ai

Y,W =
(

(Yr(i))
⊤
∣

∣ (Wr1(i))
⊤ | . . . | (Wrd(i))

⊤
)⊤

∈ R
r+r1+...+rd+d;

Yr(i) =
(

yi−1, . . . yi−r

)⊤
∈ R

r; Wrj(i) =
(

w
(j)
i , . . . , w

(j)
i−rj

)⊤
∈ R

rj+1; ω(b, a) =

= hξ1(0) + b⊤Hξ1b+ (a(1))⊤H
(1)
ξ2 a(1) + . . .+ (a(d))⊤H

(d)
ξ2 a(d) − 2(h̃ξ1,2)

⊤b.

Оценки неизвестного вектора
(

b⊤ | a⊤
)⊤

можно получить с помощью сто-
хастически градиентного алгоритма минимизации (2):

(

b̂(i+ 1)

â(i+ 1)

)

=

(

b̂(i)

â(i)

)

− αi∇( b
a
)

[

(

yi+1 −
( b̂(i)
â(i)

)⊤
Ai+1

Y,W

)2

ω(b̂(i), â(i))

]

, (3)

где αi — последовательность, для которой выполняются следующие условия:
7)
∑∞

i=0 αi = ∞, если αi > αi+1 и
∑∞

i=0 αi < ∞ в противном случае;

8)
∑∞

i=1 αiξ1(i) < ∞,
∑∞

i=1 αiξ
(j)(i) < ∞ п. н.

Теорема 1. Пусть динамическая система описывается уравнениями (1)
и выполняются предположения 1)–8). Тогда оценки, определяемые алгорит-

мом (3), либо
(

b̂(i)
â(i)

)

−−−→
i→∞

(

b0
a0

)

п.н., либо

∥

∥

∥

b̂(i)
â(i)

∥

∥

∥ −−−→
i→∞

∞.

Док а з ат е л ь ств о. Доказательство состоятельности получаемых с по-
мощью (3) оценок основывается на методе непрерывных моделей [6, 7].

Построим асимптотическую непрерывную детерминированную модель ал-
горитма (3).

Минимизируемую в (2) функцию можно представить в виде

J
( b

a

)

= σ2
1 +

(

( b
a
)− ( b0

a0
)
)⊤

H̄∗
(

( b
a
)− ( b0

a0
)
)

ω(b, a)
,

где ( b
a
) ∈ R

r+r1+...+rd+d,

H̄∗ = lim
i→∞

E
[(

Zr(i) |Xr1(i) | · · · |Xrd(i)
)⊤(

Zr(i) |Xr1(i) | · · · |Xrd(i)
)]

> 0,
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что следует из 1), 4), 6); Zr(i) =
(

zi−1, . . . , zi−r

)⊤
∈ R

r (вектор размерности

r × 1), Xrj(i) =
(

x
(j)
i , . . . , x

(j)
i−rj

)⊤
∈ R

rj+1.

В данном случае асимптотическая непрерывная детерминированная мо-
дель имеет вид

( ḃ

a

)

= −∇( b
a
)J
( b

a

)

. (4)

Здесь точка означает производную от параметров по времени. Связь между
обыкновенным дифференциальным уравнением (4) и уравнением (3) уста-

навливается посредством фиктивного времени t̃k =
∑k−1

i=0 αi [6, с. 89].
Пусть функция Ляпунова равна

V
( b

a

)

= J
( b

a

)

.

Так как функция Ляпунова непрерывно дифференцируема и

V̇
( b

a

)

= ∇⊤
( b
a
)
V
( b

a

)

J
( b

a

)

= −
∥

∥

∥
∇( b

a
)J
( b

a

)∥

∥

∥

2
,

∇T

( b
a
)
V
( b

a

)

J
( b

a

)

< 0, (5)

множество B =
{(

b
a

)

∈ R
r+r1+...+rd+d : V̇

(

b
a

)

= 0
}

состоит из стационарных

точек J
(

b
a

)

[6, c. 114].
Для перехода от (3) к непрерывной модели необходимо показать, что для

{ξ1(i)}, {ξ
(j)(i)} и {αi} выполняются равенства [7, c. 12, c. 8]

lim
T→0

lim sup
n→∞

1

T

∥

∥

∥

∥

k(n,T )
∑

i=n

αiei

(

( b̂(i)

â(i)

)

, ξ1(i), ξ
(j)(i)

)∥

∥

∥

∥

= 0, (6)

где для T > 0, k(n, T ) = max
{

k :
∑k

i=n αi 6 T
}

,

ei

(

( b̂(i)

â(i)

)

, ξ1(i), ξ
(j)(i)

)

= ξ1(i)−

r
∑

m=1

b̂(m)(i)ξ1(i−m)−

d
∑

j=1

rj
∑

m=0

â(mj)(i)ξ(j)(i−m).

Для выполнения равенства (6) необходима ограниченность последователь-

ности
{(

b̂(i)
â(i)

)}

, что подразумевает ограниченность роста функции ∇( b
a
)J
(

b
a

)

при
∥

∥

b
a

∥

∥→ ∞. В нашем случае

lim
‖ b
a
‖→∞

∇( b
a
)J
( b

a

)

= 0.

Из ограниченности сумм в условии 8) и последовательности
{(

b̂(i)
â(i)

)}

сле-
дует ограниченность суммы

∞
∑

i=1

αiei

(

( b̂(i)

â(i)

)

, ξ1(i), ξ
(j)(i)

)

< ∞,
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откуда следует выполнение (6).
Из теорем, приведённых в [7, c. 12, c. 292], следует, что при выполнении

условий 1)–8) и (5), (6) последовательность
{(

b̂(i)
â(i)

)}

ограничена и при i → ∞,
{(

b̂(i)
â(i)

)}

стремится к точкам множества B.

Исследуем непрерывную модель (4). Покажем, что множество

B∗ =

{

( b

a

)

∈ R
r+r1+...+rd+d :

( b

a

)

=
( b0
a0

)

}

состоит из одной единственной точки
(

b0
a0

)

. Для этого рассмотрим функцию

J ′(u) =
uT H̄∗

1u

u⊤D∗
r+r1+...+rd+d+1u

,

где u = (u1, . . . , ur+r1+...+rd+d+1)
⊤ ∈ R

r+r1+...+rd+d+1,

H̄∗
1 = lim

i→∞
E

[(

−yi
Ai

Y,W

)

(

− yi

(

Ai
Y,W

)⊤
)

]

,

D∗
r+r1+...+rd+d+1 =





hξ1(0)
(

h̃ξ1,2

)⊤

h̃ξ1,2 Hξ1,2



 .

Очевидно, что

min
( b
a
)
J
( b

a

)

= min
u∈Rr+r1+...+rd+d+1

J ′(u) = J
( b0
a0

)

= Λmin, (7)

где Λmin — минимальное собственное число регулярного пучка форм (так как
D∗

r+r1+...+rd+d+1 — положительно определённая матрица), т. е. Λmin — наимень-

ший корень уравнения det(H̄∗
1 − ΛD∗

r+r1+...+rd+d+1) = 0.

Пусть Λmin = Λ(1) 6 . . . 6 Λ(r+r1+...+rd+d+1) = Λmax и им соответствуют
какие-либо главные собственные векторы u1, . . . , ur+r1+...+rd+d+1. Тогда Λ(1),

. . . , Λ(r+r1+...+rd+d+1) являются стационарными значениями функции J ′(u),
которые достигаются при u, равных u1, . . . , ur+r1+...+rd+d+1 соответственно.

Следовательно, стационарные значения функции J
(

b
a

)

(т.е. ∇2J
(

b
a

)

= 0) до-
стигаются в точках

( b

a

)

1
=

(

u
(2)
1

u
(1)
1

, . . . ,
u
(r+r1+...+rd+d+1)
1

u
(1)
1

)⊤

,

. . . ,

( b

a

)

r+r1+...+rd+d+1
=

(

u
(2)
r+r1+...+rd+d+1

u
(1)
r+r1+...+rd+d+1

, . . . ,
u
(r+r1+...+rd+d+1)
r+r1+...+rd+d+1

u
(1)
r+r1+...+rd+d+1

)⊤

.
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Причём из (7) следует, что
(

b
a

)

1
=
(

b
a

)

. Остаётся показать, что

∇2J
( b

a

)

> 0 (8)

лишь в одной стационарной точке
(

b
a

)

=
(

b
a

)

1
=
(

b0
a0

)

.

Задача определения минимума функции J
(

b
a

)

эквивалентна задаче на
условный экстремум:

minuT H̄∗
1u, u⊤D∗

r+r1+...+rd+d+1u = 1. (9)

Задача (9) может быть решена с помощью метода неопределённых множите-
лей Лагранжа. Тогда необходимые условия запишутся в виде

(H̄∗
1 − θD∗

r+r1+...+rd+d+1)u = 0, u⊤D∗
r+r1+...+rd+d+1u = 1, (10)

где θ — неопределённый множитель Лагранжа. Множеством решений систе-
мы (10) являются θ ∈ {Λ1, . . . ,Λr+r1+...+rd+d+1} и соответствующие им глав-
ные собственные векторы u1, . . ., ur+r1+...+rd+d+1.

Исследуем матрицу H̄∗
1 − θD∗

r+r1+...+rd+d+1 на положительную определён-

ность. Из (6) следует, что

Λ(1)
(

H̄∗
1

)

< Λ(1)

(

¯̃H∗
ZZ H̄∗

ZX
(

H̄∗
ZX

)T ¯̃H∗
XX

)

.

Здесь Λ(1) — минимальные собственные числа соответствующих матриц;
¯̃H∗
ZZ = lim

i→∞
E
(

Zr(i)(Zr(i))
⊤
)

+Hξ1 — матрица размерности r × r;

H̄∗
ZX = lim

i→∞
E
(

Zr(i)(X
(1)
r1 (i) | · · · |X

(d)
rd (i))

)

— r × (r1 + . . .+ rd + d)-матрица;

¯̃H∗
XX = lim

i→∞
E













X
(1)
r1 (i)
...

X
(d)
rd (i)







(

X(1)
r1

(i) | · · · |X(d)
rd

(i)
)






+

+









H
(1)
ξ2

. . . 0(r1+1)×(rd+1)

...
...

0(rd+1)×(r1+1) . . . H
(2)
ξ2









— матрица размерности (r1 + . . .+ rd + d)× (r1 + . . . + rd + d).
В свою очередь, по теореме Штурма [9, с. 146]

Λ(1)

(

¯̃H∗
ZZ H̄∗

ZX
(

H̄∗
ZX

)T ¯̃H∗
XX

)

6 Λ(2)
(

H̄∗
1

)

или Λ(1)
(

H̄∗
1

)

< Λ(2)
(

H̄∗
1

)

, отсюда следует, что матрица H̄∗
1−θD∗

r+r1+...+rd+d+2

неотрицательно определена лишь при θ = Λmin и (8) выполняется в
(

b
a

)

1
=

=
(

b
a

)

, т. е. для всех θ > Λmin матрица H̄∗
1 − θD∗

r+r1+...+rd+d+2 имеет отрица-

тельные собственные значения, откуда непосредственно следует (3). �
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3. Результаты моделирования. Предложенный алгоритм (3) был реали-
зован в пакете MatLab и сравнен с рекуррентным алгоритмом наименьших
квадратов. В модельном примере динамическая система описывается урав-
нениями:

zi − 0,7zi−1 + 0,4zi−2 = x
(1)
i + 0,7x

(1)
i−1+

+ 0,2x
(1)
i−2 + x

(2)
i − 0,5x

(2)
i−1 −−x

(2)
i−2 + x

(3)
i + 0,4x

(3)
i−1 − 0,7x

(3)
i−2,

yi = zi + ξ1(i), w
(j)
i = x

(j)
i + ξ(j)(i).

На j-тый вход подавался сигнал

x
(j)
i − 0,5x

(j)
i−3 = ζ

(j)
i − 0,5ζ

(j)
i−2 + 0,3ζ

(j)
i−3 + 0,2ζ

(j)
i−4,

где ζ
(j)
i — белый шум. Помеха на выходе описывается уравнением

ξ1(i) = −0,5ξ1(i− 1)− 0,3ξ1(i− 2) + ei

с дисперсией σ2
1(i) = 0,02 + 0,7σ2

1(i − 1) + 0,2ξ21(i − 1). Помеха во входных
сигналах —

ξ(j)(i) = −0,5ξ(j)(i− 1)− 0,3ξ(j)(i− 2) + e
(j)
i

c дисперсией
(

σ(j)(i)
)2

= 0,35 + 0,7
(

σ(j)(i− 1)
)2

+ 0,2
(

ξ(j)(i− 1)
)2

. Отноше-

ние «сигнал – помеха» на входах и выходе — σ̄(j)/σ̄
(j)
x = σ̄1/σ̄z ≈ 0,5, где σ̄(j),

σ̄
(j)
x , σ̄1, σ̄z — средние значения среднеквадратических отклонений. Началь-

ные значения параметров полагались равными нулю. На рисунке представ-
лены графики погрешности оценок параметров, определяемые по формуле

δθi =

√

∥

∥

∥

( b̂(i)

â(i)

)

−
( b0
a0

)∥

∥

∥

2
/
∥

∥

∥

b0
a0

∥

∥

∥

2
· 100%.

График погрешности оценок параметров: 1 — рекур-
рентный метод наименьших квадратов; 2 — алгоритм (3)

Заключение. В работе
предложены рекуррентные
алгоритмы для оценивания
параметров многомерной ли-
нейной динамической систе-
мы с нестационарными ав-
токоррелированными поме-
хами во входных и выход-
ных сигналах. Для получе-
ния сильно состоятельных
оценок не требуется знать
структуру модели шума, а
достаточно лишь несколь-
ких значений функции авто-
корреляции. Результаты мо-
делирования подтверждают
эффективность работы алго-
ритма.
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