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Рассмотрена задача граничного управления для гиперболического уравнения, ха-
рактеристики которого имеют угловые коэффициенты одного знака. В явном
виде построены управляющие функции. Для различных промежутков времени
получены условия, при которых управление возможно.
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Постановка задачи. Пусть задано уравнение в частных производных

utt + 2buxt + cuxx = 0, (1)

где постоянные b, c удовлетворяют соотношению b2 − c > 0. В этом случае уравне-
ние (1) является гиперболическим [1] и имеет два семейства характеристик:

x− (b−
√
b2 − c)t = C1 и x− (b+

√
b2 − c)t = C2.

Обозначим k1 = b−
√
b2 − c, k2 = b+

√
b2 − c. Далее будем считать, что k2 > k1 > 0,

то есть характеристики имеют угловые коэффициенты одного знака. Зададим для
уравнения (1) начальные условия

u(x,0) = ϕ0(x), ut(x,0) = ψ0(x), 0 6 x 6 l, (2)

и финальные условия

u(x, T ) = ϕ1(x), ut(x, T ) = ψ1(x), 0 6 x 6 l. (3)

Необходимо построить в прямоугольнике Q = [0, l]× [0, T ] решение рассматриваемой
задачи (1)–(3) и выписать в явном виде граничные управления

µ(t) = u(0, t), ν(t) = u(l, t), 0 6 t 6 T. (4)
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Уравнение (1) описывает малые колебания гибкого стержня [2]. Рассматриваемая
задача граничного управления была исследована в работах [3, 4] для волнового
уравнения (b = 0, c = 1).

Решение задачи управления. Пусть γ = (k2 − k1)
−1. Прямые t = 0, t = T и

характеристики x− k1t = −k1T , x− k2t = l − k2T , x− k2t = 0, x− k1t = l образуют
две треугольные области ∆1 = {k2t 6 x 6 k1t+ l, 0 6 t 6 lγ} и ∆2 = {−k1(T − t) 6
6 x 6 l − k2(T − t), T − lγ 6 t 6 T }. При T 6 l/k2 верно Q ⊂ ∆1 ∪ ∆2, поэтому
достаточно построить u(x, t) в двух данных областях, чтобы найти µ(t) и ν(t).

В треугольнике ∆1 задача Коши (1), (2) имеет следующее решение:

u(x, t) = γ

(
k2ϕ0(x− k1t)− k1ϕ0(x− k2t) +

∫ x−k1t

x−k2t

ψ0(z)dz

)
. (5)

В области ∆2 решением задачи (1), (3) является функция

u(x, t) = γ

(
k2ϕ1(x+ k1(T − t))− k1ϕ1(x + k2(T − t))−

∫ x+k2(T−t)

x+k1(T−t)

ψ1(z)dz

)
. (6)

Следует заметить, что при любом T задача (1)–(3) будет иметь решение толь-
ко для таких начальных и финальных данных, которые удовлетворяют некото-
рым условиям. Наличие этого ограничения связано с тем, что неизвестная функ-
ция u(x, t) должна принимать на двух параллельных характеристиках x − k2t = 0
и x − k2t = l − k2T значения, определенные (5), (6) при соответствующих подста-
новках. Вид решения поставленной задачи и условия его существования зависят от
величины T . Рассмотрим следующие случаи: T 6 l/k2, l/k2 < T 6 l/k1 и T > l/k1.

Пусть время управления мало: T 6
l
k2

. Области ∆1 и ∆2 имеют общую часть,
в которой решения задачи (1), (2) и задачи (1), (3) должны совпадать, чтобы управ-
ление было возможным. Тогда функции µ(t) и ν(t) (4) существуют, если при k2T 6

x 6 l выполняются условия

ϕ1(x) = γ

(
k2ϕ0(x − k1T )− k1ϕ0(x− k2T ) +

∫ x−k1T

x−k2T

ψ0(z)dz

)
,

ψ1(x) = γ
(
−k1k2ϕ′

0(x− k1T ) + k1k2ϕ
′

0(x− k2T )− k1ψ0(x− k1T )+

+ k2ψ0(x − k2T )
)
,

а при 0 6 x 6 (k2 − k1)T —

k2ϕ0(x)− k1ϕ0(0) +

∫ x

0

ψ0(z)dz = k2ϕ1(x+ k1T )− k1ϕ1(k2T )−
∫ k2T

x+k1T

ψ1(z)dz.

Теперь достаточно воспользоваться формулами (5) и (6), чтобы найти u(x, t) во всей
области Q и построить граничные управления:

µ(t) = γ

(
k2ϕ1(k1(T − t))− k1ϕ1(k2(T − t))−

∫ k2(T−t)

k1(T−t)

ψ1(z)dz

)
, (7)

ν(t) = γ

(
k2ϕ0(l − k1t)− k1ϕ0(l − k2t) +

∫ l−k1t

l−k2t

ψ0(z)dz

)
. (8)

Для времени l/k2 < T 6 l/k1 данных (2), (3) недостаточно для определения
u(x, t). Продолжим начальные условия (2) на интервал [l − k2T, 0):

u(x,0) =

{
ϕ̃0(x), l − k2T 6 x < 0,
ϕ0(x), 0 6 x 6 l,

ut(x,0) =

{
ψ̃0(x), l − k2T 6 x < 0,
ψ0(x), 0 6 x 6 l.
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Это позволит в расширенной области ∆̃1 = {k2(T − t) + l 6 x 6 k1t+ l, 0 6 t 6

6 k2T/(k1 + k2)} построить решение задачи Коши и найти u(x, t) в Q. Введём две
вспомогательные функции:

F (x) = −γ
(
k1ϕ̃0(x) +

∫ 0

x

ψ̃0(z)dz

)
, G(x) = γ

(
k2ϕ̃0(x)−

∫ 0

x

ψ̃0(z)dz

)
.

Условия разрешимости задачи управления в данном случае имеют вид

G(x) + F (l − k2T ) = γ

(
k2ϕ1(x+ k1T )− k1ϕ1(l)−

∫ l

x+k1T

ψ1(z)dz

)
(9)

для (l − k2T )k1/k2 6 x < 0 и

k2ϕ0(x)+

∫ x

0

ψ0(z)dz+(k2−k1)F (l−k2T ) = k2ϕ1(x+k1T )−k1ϕ1(l)−
∫ l

x+k1T

ψ1(z)dz

для 0 6 x 6 l − k1T . Подставляя в (5), (6) x = 0 и x = l, получаем, что управления
µ(t) при T − l/k2 6 t 6 T и ν(t) при 0 6 t 6 l/k2 определяются формулами (7) и (8)
соответственно, а на оставшейся части отрезка [0, T ] представляются выражениями

µ(t) = G(−k1t) + F (−k2t), 0 6 t < T − l/k2, (10)

ν(t) = γ

(
k2ϕ0(l − k1t) +

∫ l−k1t

0

ψ0(z)dz

)
+ F (l − k2t), l/k2 < t 6 T. (11)

Для времени T > l/k1 задача решается, как и в предыдущем случае, с помощью
продолжения начальных условий на промежуток [l−k2T, 0). Условие разрешимости
имеет вид (9) для (l−k2T )k1/k2 6 x 6 l − k1T , управляющая функция на левом кон-
це определяется формулами (7), (10), а на правом — формулами (8) при 0 6 t 6 l/k2,
(11) при l/k2 < t 6 l/k1 и имеет вид

ν(t) = G(l − k1t) + F (l − k2t)

при l/k1 < t 6 T .
Задача о приведении в наперед заданное состояние первоначально покоящегося

объекта. Важными частными случаями задачи управления (1)–(3) являются задача
об успокоении и задача о приведении в наперед заданное состояние первоначаль-
но покоящегося объекта. Для обеих задач можно воспользоваться приведенными
выше результатами, положив ϕ1(x) = 0, ψ1(x) = 0 в первом случае и ϕ0(x) = 0,
ψ0(x) = 0— во втором, но для задачи о приведении в наперед заданное состояние
из состояния покоя более естественным является другой подход: для достаточно
больших T продолжать не начальные, а финальные условия.

Приведём полученные результаты. При T 6 l/k2 имеют место следующие усло-
вия разрешимости:

ϕ1(x) = 0, ψ1(x) = 0, k2T 6 x 6 l,

k2ϕ1(x+ k1T )−
∫ k2T

x+k1T

ψ1(z)dz = 0, 0 < x 6 k2T − k1T .

При их выполнении граничное управление на левом конце определяется (7), а на
правом оно равно нулю.

Далее, при l/k2 < T 6 l/k1 продолжаем финальные условия непрерывно на
промежуток (l, k2T ]:

u(x, T ) =

{
ϕ1(x), 0 6 x 6 l,
ϕ̃1(x), l < x 6 k2T ,

ut(x, T ) =

{
ψ1(x), 0 6 x 6 l,

ψ̃1(x), l < x 6 k2T .
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Вводим вспомогательные функции

F1(x) = −γ
(
k1ϕ̃1(x)−

∫ x

l

ψ̃1(z)dz

)
, G1(x) = γ

(
k2ϕ̃1(x) +

∫ x

l

ψ̃1(z)dz

)
.

Получаем условие управления для 0 6 x 6 (1− k1/k2)l:

k2ϕ1(x+ k1T )− k1ϕ1(k2T )−
∫ k2T

x+k1T

ψ1(z)dz = 0. (12)

Управляющая функция µ(t) при 0 6 t < T − l/k2 определяется соотношением

µ(t) = γ

(
k2ϕ1(k1(T − t))−

∫ l

k1(T−t)

ψ1(z)dz

)
+ F1(k2(T − t)), (13)

а при T − l/k2 6 t 6 T — формулой (7); ν(t) = 0 при 0 6 t 6 l/k2,

ν(t) = G1(l + k1(T − t)) + F1(l + k2(T − t)) (14)

при l/k2 < t 6 T .
Для большого T > l/k1 условием разрешимости является равенство (12) при

0 6 x 6 (1 − k1/k2)l, управление на левом конце при 0 6 t < T − l/k1 имеет вид

µ(t) = G1(k1(T − t)) + F1(k2(T − t)),

при T − l/k1 < t 6 T − l/k2 оно определяется (7), а при T − l/k2 6 t 6 T — (13).
Управление на правом конце равно нулю при 0 6 t 6 l/k2 и (14) при l/k2 < t 6 T .

Заключение. В настоящей работе задача управления (1)–(3) решена для любого
времени T , получены условия, при которых рассматриваемое управление возможно,
функции µ(t) и ν(t) построены в явном виде. Для решения задачи в случае боль-
шого T введены продолжения начальных условий (2) на необходимый интервал и
определены соотношения, которым должны удовлетворять данные функции.
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Для дифференциального уравнения третьего порядка гиперболического типа
с некратными характеристиками рассмотрена задача Коши. Получено решение,
являющееся аналогом формулы Даламбера, позволяющее описать процесс распро-
странения начального отклонения, начальной скорости и начального ускорения
некоторой колебательной системы.

Ключевые слова: гиперболическое дифференциальное уравнение третьего поряд-
ка, некратные характеристики, задача Коши, формула Даламбера.

Целью данной работы является построение решения задачи Коши для одно-
го дифференциального уравнения гиперболического типа третьего порядка во всей
плоскости (x, y).

Рассмотрим гиперболическое дифференциальное уравнение третьего порядка

uxxy − uxyy = 0. (1)
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