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Для дифференциального уравнения третьего порядка гиперболического типа
с некратными характеристиками рассмотрена задача Коши. Получено решение,
являющееся аналогом формулы Даламбера, позволяющее описать процесс распро-
странения начального отклонения, начальной скорости и начального ускорения
некоторой колебательной системы.

Ключевые слова: гиперболическое дифференциальное уравнение третьего поряд-
ка, некратные характеристики, задача Коши, формула Даламбера.

Целью данной работы является построение решения задачи Коши для одно-
го дифференциального уравнения гиперболического типа третьего порядка во всей
плоскости (x, y).

Рассмотрим гиперболическое дифференциальное уравнение третьего порядка

uxxy − uxyy = 0. (1)

Юлия Олеговна Яковлева, аспирант, каф. прикладной математики и информатики.

247



Я к о в л е в а Ю.О.

Известно [1–3], что характеристиками для (1) являются решения уравнения

(dy)2dx+ dy(dx)2 = 0,

то есть линии x = C1, y = C2, x + y = C3. Уравнение (1) допускает следующую
факторизацию:

∂2

∂x∂y
(v(x, y)) = 0,

где v(x, y) = ux−uy. Общее решение дифференциального уравнения первого порядка

ux − uy = F (x) +G(y)

имеет вид

u(x, y) = h(x+ y) +

∫ x

0

F (t)dt+

∫ y

0

G(s)ds. (2)

Таким образом, функция u(x, y) = f(x) + g(y) + h(x + y), где f , g ∈ C1, h ∈ C3,
является общим решением уравнения (1).

Задача Коши. Найти решение u(x, y) уравнения (1) в плоскости (x, y), удовле-
творяющее условиям на нехарактеристической линии l = {(x, y) : y = x, x ∈ R}:

u(x, y)
∣

∣

y=x
= α(x),

∂u

∂n

∣

∣

∣

y=x
= β(x),

∂2u

∂n2

∣

∣

∣

y=x
= γ(x), (3)

где n— нормаль к прямой l.
Ограничения на нехарактеристическую линию уравнения третьего порядка та-

кие же, как и для уравнения второго порядка: эта линия не может дважды пересе-
кать любую характеристику из любого другого семейства [1, 2].

Определим функции f , g и h таким образом, чтобы удовлетворялись начальные
условия (3):

f(x) + g(x) + h(2x) = α(x), (4)

f ′(x)− g′(x) = β(x), (5)

f ′′(x) + g′′(x) = γ(x). (6)

Из (5) и (6) следует, что

f ′′(x) =
β′(x) + γ(x)

2
. (7)

Интегрируя равенство (7), получим

f ′(x)− f ′(0) =
1

2
β(x)−

1

2
β(0) +

1

2

∫ x

0

γ(s)ds.

После повторного интегрирования находим

f(x) = f(0) + f ′(0)x−
x

2
β(0) +

1

2

∫ x

0

β(t)dt +
1

2

∫ x

0

γ(t)(x− t)dt. (8)

Аналогично,

g(x) = g(0) + g′(0)x+
x

2
β(0)−

1

2

∫ x

0

β(t)dt+
1

2

∫ x

0

γ(t)(x− t)dt. (9)
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Из (4), (8), (9) следует, что

h(x) = α
(x

2

)

− f
(x

2

)

− g
(x

2

)

,

h(x) = α
(x

2

)

− f(0)−
x

2
f ′(0)− g(0)−

x

2
g′(0)−

∫ x/2

0

γ(t)(x − t)dt.

Подставляя в (2) найденные значения f , g и h, получим

u(x, y) = α
(x+ y

2

)

−
1

2

∫ y

x

β(t)dt+
1

2

∫ x

0

γ(t)(x− t)dt+

+
1

2

∫ y

0

γ(t)(y − t)dt−

∫ (x+y)/2

0

γ(t)
(x+ y

2
− t

)

dt. (10)

Формулу (10) будем называть аналогом формулы Даламбера для уравнения тре-
тьего порядка. Аналогично тому, как это делается в [1] для волнового уравнения,
можно сделать вывод о единственности решения поставленной задачи Коши.

Непосредственной подстановкой можно проверить, что (10) удовлетворяет урав-
нению (1) и начально-краевым условиям (3).

Пусть

∫ ξ

0

γ(t)(ξ − t)dt = a(ξ),

∫ y

x

β(t)dt = b(y)− b(x),

тогда решение (10) можно представить в виде суммы

u(x, y) = u1(y) + u2(x) + u3(x, y),

где

u1(y) =
1

2

(

a(y)− b(y)
)

, u2(x) =
1

2

(

a(x) + b(x)
)

, u3(x, y) = α
(x+ y

2

)

− a
(x+ y

2

)

.

Функция u(x, y), определяемая фор-
мулой (10), представляет процесс рас-
пространения начального отклонения
(«начальной скорости» и «начально-
го ускорения»). Наглядное представле-
ние о характере процесса распростране-
ния возмущений [1, 4] удобнее, на наш
взгляд, показать на плоскости (x, y).
Проведём характеристики через точки
(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1); они разобьют
плоскость на 17 областей.

На рисунке приведены область су-
ществования P123 задачи Коши (1), (3)
при x ∈ [0, 1], области покоя P0, а также
области влияния Pi, Pij , i, j = 1, 2, 3.

В областях P1, P2, P3 решением со-
ответственно являются волны u1(y),
u2(x), u3(x, y). В областях P13, P23 решением является сумма волн u1(y) + u3(x, y),
u2(x) + u3(x, y) соответственно.

Если в условии (3) начальные функции задаются на конечном отрезке (напри-
мер, x ∈ [0, 1]), то из полученного процесса распространения волн нетрудно видеть,
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что конечность области зависимости решений от начальных данных P123 легко опи-
сывается в терминах характеристик уравнения [5].
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