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Для линеаризованной системы уравнений фазового поля получен явный вид ре-
шения задачи Коши сведением её к абстрактной задаче Коши в банаховом про-
странстве.
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непрерывные полугруппы операторов в банаховых пространствах.

Рассмотрим в области (x, y, z) ∈ R
3, t > 0, задачу Коши для системы уравнений

в частных производных:
{

vt = △v −△w,
△w + (α − 1)w + v = 0,

(1)

v|t=0 = ϕ(x, y, z), (2)

которая является, с точностью до линейной замены, линеаризацией в нуле квази-
стационарной системы уравнений фазового поля [1, с. 24], моделирующей в рамках
мезоскопической теории фазовые переходы первого рода. В системе (1) искомые
функции v = v(x, y, z, t), w = w(x, y, z, t) характеризуют распределение температуры
и параметр порядка; △ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2 — дифференциальный оператор
Лапласа в R

3; α— постоянная, зависящая от характеристик среды.
В работе [1] система (1) исследуется в ограниченной области методами теории

уравнений соболевского типа с относительно секториальными операторами.
Наша цель — получить для системы (1) явный вид решения задачи Коши в R

3.
Явный вид решения задачи Коши (первой начально-краевой задачи в полупростран-
стве и смешанной задачи в пространственном слое в предположении анизотропии
среды) получен в [2].

Будем искать решение системы (1) в банаховом пространствеLp(R
3), 1 < p < +∞.

В этом пространстве оператор Лапласа с областью определения D(△) = {ψ ∈ Lp(R
3) :

△ψ ∈ Lp(R
3)} является производящим оператором сжимающей сильно непрерывной

(более того — аналитической) полугруппы U(t;△) класса C0 [3, с. 228; 4, с. 58]:

U(t;△)ψ(x, y, z) = (4πt)−3/2

∫∫∫

R3

e−((x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2)/(4t)ψ(ξ, η, ζ)dξ dη dζ (3)

и его область определения является пространством Соболева: D(△) =W 2
p (R

3).
Исключим из системы (1) одну из неизвестных функций. Для этого восполь-

зуемся тем, что положительная полуось принадлежит резольвентному множеству
оператора Лапласа в пространстве Lp(R

3): предполагая, что α < 1, из второго урав-
нения системы (1) выводим

w =
(

(1 − α)I −△
)

−1
v. (4)
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Подставляя полученное значение w в первое уравнение системы (1), имеем

vt = △v + v − (1 − α)
(

(1 − α)I −△
)

−1
v. (5)

Таким образом, обозначая в уравнении (5) операторы △ = A с областью опре-

деления D(A) =W 2
p (R

3) и I − (1− α)
(

(1− α)I −△
)

−1
= B с областью определения

D(B) = Lp(R
3), приходим к абстрактному дифференциальному уравнению первого

порядка в банаховом пространстве Lp(R
3):

vt = (A+ B)V (6)

относительно функции V = V (t) : [0,+∞)
V→ Lp(R

3) по правилу: для любого t > 0
V (t) = v(x, y, z, t) ∈ Lp(R

3). Начальным условием для уравнения (6) будет являться
равенство

V
∣

∣

t=0
= φ, (7)

где φ = V (0) = v(x, y, z, 0) = ϕ(x, y, z)— заданный элемент пространства Lp(R
3)

в соответствии с условием (2).
Оператор B = I − (1 − α) ((1− α)I −△)

−1 — линеен и ограничен на всём про-
странстве Lp(R

3), поэтому является производящим оператором сильно непрерывной

полугруппы (более того — группы) класса C0: U(t;B)ψ =
∑+∞

k=0
tk

k!B
kψ, для которой

справедливо представление

U(t;B)ψ = et
+∞
∑

k=0

(−1)ktk(1− α)k

k!

(

(1− α)I −△
)

−k
ψ,

где ψ— произвольный элемент пространства Lp(R
3). Для полугруппы U(t;B), t > 0,

справедлива оценка нормы:

‖U(t;B)‖ 6 et
+∞
∑

k=0

(1 − α)ktk

k!

∥

∥

(

(1− α)I −△
)

−1∥
∥

k
6 e2t.

Выражая степени резольвенты
(

(1 − α)I − △
)

−k
через полугруппу (3), находим

представление полугруппы, порождаемой оператором B:

U(t;B)ψ = et
[

ψ −
√

(1− α)t

∫ +∞

0

e−(1−α)sJ1

(

2
√

(1− α)ts
)

U(s;△)ψ
ds√
s

]

,

где J1(z) =
∑+∞

k=0
(−1)k(z/2)2k+1

k!(k+1)! — функция Бесселя.
Из полученных представлений полугрупп U(t;A) и U(t;B) через полугруппу,

порождаемую оператором Лапласа, следует их коммутирование.
При возмущении производящего оператора A сильно непрерывной полугруппы

U(t;A) класса C0 линейным ограниченным оператором B оператор A+B с областью
определения D(A + B) = D(A) также порождает [5, с. 403] сильно непрерывную
полугруппу U(t;A+B) класса C0, при этом возмущённая полугруппа определяется
разложением в ряд:

U(t;A+B)ψ =

+∞
∑

k=0

Uk(t)ψ, t > 0,

где

Uk(t)ψ =

∫ t

0

U(t− s;A)BUk−1(s)ψds, k > 1
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и U0(t)ψ = U(t;A)ψ для произвольного элемента ψ банахова пространства, причём
ряд абсолютно сходится равномерно по t в любом конечном интервале положитель-
ной полуоси.

В нашем случае возмущающий линейный ограниченный оператор B коммутиру-
ет с полугруппой, порождаемой возмущаемым операторомA: BU(t;A)ψ = U(t;A)Bψ,
так как этим свойством обладают резольвента (λI −A)−1 и полугруппа U(t;A) для
любого производящего оператора A сильно непрерывной полугруппы класса C0. От-
сюда следует, что

Uk(t)ψ =
tk

k!
BkU(t;A)ψ =

tk

k!
U(t;A)Bkψ

и, значит, справедливо следующее представление для полугруппы, порождаемой
оператором A+B:

U(t;A+B)ψ = U(t;A)U(t;B)ψ = U(t;B)U(t;A)ψ =

= et
[

U(t;△)ψ −
√

(1 − α)t

∫ +∞

0

e−(1−α)sJ1

(

2
√

(1− α)ts
)

U(s+ t;△)ψ
ds√
s

]

, (8)

и оценка нормы
‖U(t;A+B)‖ 6 ‖U(t;A)‖ · ‖U(t;B)‖ 6 e2t. (9)

Для того чтобы задача Коши (6), (7) была равномерно корректной [4, с. 64],
необходимо и достаточно, чтобы оператор A + B был производящим оператором
полугруппы класса C0, при этом решение задачи Коши (6), (7) даётся формулой

V = U(t;A+B)φ, (10)

если начальное данное ϕ принадлежит области определения D(A+B).
Принадлежность элемента ϕ множеству D(A + B) будет следовать из принад-

лежности начального данного ϕ = ϕ(x, y, z) пространству Соболева W 2
p (R

3). Пред-
полагая это выполненным и используя представление (8), выводим из (10) формулу
решения задачи Коши для уравнения (5):

v(x, y, z, t) = et

[

U(t;△)ϕ(x, y, z)−

−
√

(1− α)t

∫ +∞

0

e−(1−α)sJ1

(

2
√

(1− α)ts
)

U(s+ t;△)ϕ(x, y, z)
ds√
s

]

, (11)

для которого, в силу (9), справедлива оценка

‖v(x, y, z, t)‖Lp(R3) 6 e2t‖ϕ(x, y, z)‖Lp(R3). (12)

Наконец, используя в формуле (11) представление (3) полугруппы, порождаемой
оператором Лапласа, получаем явный вид решения задачи Коши (5), (2):

v(x, y, z, t) =
1

π
√
π

[

∫∫∫

R3

e−ξ2−η2
−ζ2

ϕ(x + 2
√
tξ, y + 2

√
tη, z + 2

√
tζ)dξ dη dζ−

−
√

(1− α)t

∫ +∞

0

e−(1−α)sJ1

(

2
√

(1− α)ts
) ds√

s
×

×
∫∫∫

R3

e−ξ2−η2
−ζ2

ϕ(x + 2
√
s+ tξ, y + 2

√
s+ tη, z + 2

√
s+ tζ)dξ dη dζ

]

. (13)
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Теперь из соотношения (4), используя формулу и оценку резольвенты оператора
Лапласа в Lp(R

3), получаем явный вид второй искомой функции системы (1):

w(x, y, z, t) =
1

π
√
π
et

[

∫ +∞

0

e−(1−α)rdr×

×
∫∫∫

R3

e−ξ2−η2
−ζ2

ϕ(x + 2
√
r + tξ, y + 2

√
r + tη, z + 2

√
r + tζ)dξ dη dζ−

−
√

(1− α)t

∫ +∞

0

e−(1−α)rdr

∫ +∞

0

e−(1−α)sJ1

(

2
√

(1− α)ts
) ds√

s
×

×
∫∫∫

R3

e−ξ2−η2
−ζ2

ϕ(x + 2
√
r + s+ tξ, y + 2

√
r + s+ tη, z + 2

√
r + s+ tζ)dξ dη dζ

]

(14)

и её оценку

‖w(x, y, z, t)‖Lp(R3) 6
e2t

1− α
‖ϕ(x, y, z)‖Lp(R3). (15)

Таким образом, имеет место
Теорема. Предположим, что в системе уравнений фазового поля (1) пара-

метр α удовлетворяет неравенству α < 1 и пусть в задаче Коши (1), (2) решение
v(x, y, z, t), w(x, y, z, t) ищется в пространстве Lp(R

3), 1 < p < +∞, а начальное

данное ϕ(x, y, z) принадлежит пространству Соболева W 2
p (R

3), тогда единствен-

ное решение этой системы даётся формулами (13), (14) и для него справедливы
оценки (12), (15).

Замечание. Отметим, что по переменной t решение (13) удовлетворяет полу-
групповому свойству, дифференцируемо при t > 0 и бесконечно дифференцируемо
при t > 0. По переменным (x, y, z) значения решения при t > 0 принадлежат про-
странству Соболева W 2

p (R
3) и, значит, у решения существуют частные и смешанные

обобщённые производные по переменным (x, y, z) до второго порядка включительно,
принадлежащие пространству Lp(R

3) при t > 0, и обобщённые производные любого
порядка при t > 0. Из оценок (12), (15) следует непрерывная зависимость решения
системы (1) от начального данного на любом конечном временном отрезке.
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