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Математическое моделирование
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Исследованы процессы структурно-фазовых переходов при замерзании солёной
воды с образованием ложного дна. Сформулирована нелинейная математиче-
ская модель процесса тепло- и массопереноса, учитывающая наличие трёх дви-
жущихся границ фазового перехода и турбулентных течений жидкости в мор-
ской воде у поверхности ложного дна. Аналитически получены точные решения
нелинейной модели с учётом временных зависимостей температуры и солёно-
сти воды на глубине и флуктуаций скорости трения; найдены распределения
температуры и солёности воды, доля твёрдой фазы, законы движения границ
фазового перехода «морская вода – двухфазная зона», «двухфазная зона – талая
вода» и «талая вода – лёд». Определён тепловой поток на нижней границе лож-
ного дна, который может изменять своё направление при временных осцилля-
циях температуры морской воды и скорости трения. Показано, что структур-
ные переходы в толще льда связаны с процессами эволюции ложного дна.
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Введение. При смешивании пресной и солёной воды, когда температура
в месте смешения равна температуре фазового перехода, происходит образо-
вание слоя льда. В природе это явление наблюдается под массивом пакового
льда в весенне-летний период времени и под ледовыми шельфами в течение
арктического лета [1]. При нагревании солнечными лучами поверхности льда
на ней образуется талая вода (по оценкам работы [2], в течение арктическо-
го лета 30-сантиметровое плавление льда происходит в области площадью
в 107 км2). Некоторое количество этой талой воды просачивается сквозь ле-
довую толщу и накапливается в полостях льда со стороны солёной морской
воды, образуя так называемые подлёдные пруды [3]. В 1897 году Нансен, осно-
вываясь на своих наблюдениях, первым отмечал, что процесс теплопереноса
от талой воды с температурой 0℃ к морской воде Арктики с температурой
−1,6℃ является причиной прироста льда в течение полярного лета [4].

Многие авторы в своих работах отмечают (см., например, работы [3,5,6]),
что при контакте талой и солёной воды в месте их соприкосновения образу-
ется ледяной пласт толщины 2–10 см (этот пласт и является ложным дном).
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Также в этих работах отмечается, что в пространстве между ложным дном
и находящимся над ним слоем льда находятся кристаллиты, что свидетель-
ствует о наличии протяжённой области фазового перехода — зоны двухфаз-
ного состояния вещества. Имеются также и непосредственные наблюдения
ложного дна в природе (см., например, работы [1,7]); подлёдные пруды могут
быть весьма многочисленны, иметь горизонтальный размер несколько метров
с толщиной ложного дна в несколько сантиметров. При этом пространство
между ложным дном и лежащим над ним слоем льда заполнено растущими
кристаллами и может достигать глубины в несколько десятков сантиметров.
В работах [1, 3], где изучалась временная эволюция ложного дна, показано,
что горизонтально ориентированное ложное дно движется вверх по направ-
лению к талой воде. При этом толщина ложного дна может увеличиваться со
временем, а скорость его перемещения может составлять порядка нескольких
сантиметров в день [1, 3, 6].

Ложное дно обычно образуется в подлёдных прудах талой воды, где та-
лая вода является относительно защищённой от интенсивного перемешива-
ния с солёной морской водой. Иногда ложное дно образуется под трещина-
ми и небольшими разводьями во льду, где многолетний лёд оказывает по-
добную защиту от непосредственного перемешивания талой и солёной воды
[7, 8]. В природных условиях достаточно трудоёмкими являются непосред-
ственные измерения характеристик подлёдных талых образований; кратко
приведём имеющиеся экспериментальные данные. В работе [7] описывают-
ся данные по изучению структуры льда в широком Арктическом регионе.
Здесь отмечается, что из 52-х проб льда, бравшихся для наблюдений из раз-
личных местоположений, восемь содержали ложное дно (с учётом среднего
трёхлетнего возраста исследуемого льда, это давало оценку приблизительно
5-процентного покрытия льда ложным дном [7, 8]). Далее, по данным рабо-
ты [9], следы ложного дна были найдены в 22-х пробах льда из исследованных
57-ми в море Бофорта (с учётом среднего четырёхлетнего возраста исследуе-
мого льда это давало оценку приблизительно 10-процентного покрытия льда
ложным дном). В работе [3] приводятся данные о том, что подльдинные пру-
ды и ложное дно покрывали приблизительно половину площади поверхности
льда под дрейфующей станцией Charlie. Эта оценка, по-видимому, представ-
ляет собой верхнюю границу покрытия льда ложным дном. На основе дан-
ных, полученных с сонара, в работе [10] сделан вывод о том, что образование
подлёдных прудов должно быть широкораспространённым явлением в Арк-
тике, а в работе [11] показано, что над подлёдными прудами часто находятся
поверхностные пруды, что подтверждает механизм образования ложного дна,
изображенный на рис. 1 по данным работ [8, 12].

Ложное дно достаточно часто наблюдалось в полевых экспериментах
SHEBA [12,13]. При этом было отмечено, что начальное образование ложно-
го дна обычно занимало пару часов; большие кристаллы льда претерпевали
боковой рост от стенок, образуя поверхность ложного дна. Наблюдавшийся в
полевых исследованиях процесс его образования протекал намного быстрее,
чем в лабораторных исследованиях работы [1], которые ставились в усло-
виях чисто вертикального роста льда. В некоторых местах в экспериментах
SHEBA было зафиксировано образование сразу нескольких слоев ложного
дна (от двух до четырёх), находящихся один под другим. Это происходило
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Рис. 1. Схема процесса образования ложного дна по данным работ [1, 7, 8]. При увели-
чении температуры в весенне-летний период времени на поверхности образуются пруды
талой воды (a), которая просачивается сквозь толщу льда и вступает в контакт с морской
во водой (b). В месте контакта образуется тонкий слой льда — ложное дно, которое пре-
терпевает рост в направлении атмосферы ((c) или (d)). Процесс образования ложного дна
также возможен и в трещинах льда (справа на рисунках) [8], когда талая и солёная во-
да вступают в непосредственный контакт (механизм образования ложного дна аналогичен

лабораторным экспериментам работы [1])

вследствие того, что талая вода проникала в подлёдные полости ниже ложно-
го дна, приводя к образованию вторичного ложного дна, располагающегося
ниже основного.

Исследования структуры льда при развитии ложного дна показывает, что
его солёность имеет необычное С-образное распределение: возрастая от по-
верхности льда, концентрация соли достигает максимума, а затем снова убы-
вает практически до нулевого значения [7]. Такое распределение солёности
можно объяснить процессами вытеснения соли растущим льдом за счёт его
замерзания сверху от границы с атмосферой и за счет миграции ложного дна
снизу от границы с морской водой. Поскольку такое распределение наблю-
дается в молодых льдах, его нельзя объяснить диффузионными процессами
соли во льду [7]. Регистрируемое же в этой работе увеличение пористости
льда вблизи ложного дна свидетельствует о наличии протяженной области
фазового перехода — двухфазной зоны. При этом структура льда ложного
дна характеризуется как столбчато-гранулированная с образованием расту-
щих пластинчатых образований льда со стороны ложного дна. Структура
же располагающегося сверху льда характеризуется как столбчатая. Поэтому
кристаллизация пресной воды (во встречных направлениях, сверху и снизу)
будет приводить к образованию чередующихся областей льда со столбчатой
и со столбчато-гранулированной структурами, регистрируемыми в полевых
наблюдениях [7] (особенно, если происходит замерзание с несколькими слоя-
ми ложного дна, находящимися одно под другим). На этих данных в настоя-
щей работе развита модель эволюции ложного дна при встречном замерзании
льда от поверхности вследствие понижения температуры атмосферы.

В заключение этого раздела отметим основные факторы наличия ложного
дна: аномальное поведение солености во льду, наличие структурного перехо-
да во льду от одной ростовой формы к другой, запечатывание ледового дна
и его топографическое выравнивание. Следует также отметить, что дренаж
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пресной воды через ледовую толщу и ее аккумулирование подо льдом играют
важную роль при транспорте химических соединений и биологических орга-
низмов под лед с возможным последующим их вмораживанием благодаря
росту ложного дна [14].

1. Математическая модель процесса. Рассмотрим процесс направленно-
го затвердевания ложного дна с двухфазной зоной вдоль пространственной
оси z и встречный ему фронтальный процесс замерзания льда от границы
с атмосферой (рис. 2).

Замерзание льда вниз от границы z = 0 моделируется плоским фрон-
том, поскольку этот процесс идёт в условиях слабой солёности морской воды.
Рассмотрим систему, когда в ней уже образовалась тонкая корочка ложно-
го дна (в природе этот процесс может занимать несколько часов). Области
a(t) < z < h(t), z < b(t) и b(t) < z < a(t) соответственно заполнены про-
сочившейся талой водой, морской водой и ложным дном, представляющим
собой двухфазный слой (здесь a(t) и b(t)— движущиеся границы «талая во-
да – двухфазная зона» и «двухфазная зона – морская вода» соответственно, а
граница h(t) разделяет лёд и талую воду). Будем рассматривать двухфазную
зону как квазиравновесную [15, 16]. Поскольку время релаксации темпера-
турного поля намного меньше всех остальных характерных времен процесса,
будем описывать температурное поле в слое льда и двухфазной зоне линей-
ными функциями пространственной координаты:

Ti(z, t) = Tатм(t)
(

1−
z

h(t)

)

, h(t) < z < 0, (1)

Tm(z, t) =
Ta(t)(z − b(t)) + Tb(t)(a(t) − z)

a(t)− b(t)
, b(t) < z < a(t), (2)

где Ta и Tb — температуры на границах a и b, а Tатм — температура на по-
верхности z = 0 (линейный вид температурного поля подтверждается ла-
бораторными экспериментами [1]). Это означает, что распределения темпе-
ратуры и доли твёрдой фазы ϕ(z, t) в двухфазной зоне претерпевают лишь
незначительные изменения со временем. Теоретически этот вывод был про-
демонстрирован в работах [17,18] при изучении затвердевания молодого льда
в трещинах многолетних льдов.

Учитывая, что распределение солёности в двухфазной зоне Sm(z, t) также
является практически линейной функцией z [1], а также слабые временные

Рис. 2. Схема процесса кристаллизации ложного дна вверх в направлении атмосферы при
одновременном замерзании слоя льда вниз в направлении океана
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и пространственные изменения доли твёрдой фазы в двухфазной зоне, будем
использовать уравнение Шейла [19]:

∂

∂t
((1− ϕ)Sm) = 0, b(t) < z < a(t). (3)

Уравнение (3) подразумевает, что вся соль вытесняется льдом в жидкую
часть двухфазной зоны. Вследствие того, что двухфазная зона считается тер-
модинамически равновесной, температура и солёность в ней связаны уравне-
нием линии ликвидус:

Tm(z, t) = −mSm(z, t), b(t) < z < a(t), (4)

где m— постоянный коэффициент наклона ликвидуса.
Лабораторные эксперименты работы [1] показывают, что потоки тепла и

массы на границе a(t) со стороны пресной воды много меньше своих ана-
логов со стороны двухфазной зоны (ложного дна). Это позволяет записать
граничные условия баланса тепла и массы при z = a(t) в следующем виде:

LV ϕa

da

dt
= (kiϕa + kw(1− ϕa))

∂Tm

∂z
, (5)

Sa

da

dt
= −D

∂Sm

∂z
, (6)

где LV — скрытая теплота кристаллизации, D — коэффициент диффузии со-
ли в воде, а ki и kw — коэффициенты теплопроводности льда и воды. Условие
(6) означает, что скорость диффузионного отвода соли из двухфазной зоны в
талую воду совпадает со скоростью движения границы a(t) (это предположе-
ние подтверждается лабораторными экспериментами [1], которые свидетель-
ствуют о незначительной солёности в слое талой воды).

Поскольку скорость движения границы z = b(t) определяется турбулент-
ными течениями жидкости в океане, запишем пограничные условия при z =
= b(t) в следующем виде [8, 20, 21]:

LV ϕb

db

dt
= (kiϕb + kw(1− ϕb))

∂Tm

∂z
+ αhρwcpwu(T∞ − Tb), (7)

Sbϕb

db

dt
= αsu(S∞ − Sb), (8)

где T∞ и S∞ — температура и солёность морской воды вдали от ложного
дна; u— скорость трения; ρw и cpw — плотность и теплоёмкость воды; αh и
αs — коэффициенты турбулентного переноса тепла и массы. Отношение этих
коэффициентов определяется через отношение коэффициентов температуро-
проводности (κ) и диффузии (D): αh/αs = (κ/D)n, где 2/3 < n < 4/5 [22].

Для замыкания математической модели будем считать, что температура
в талой воде близка к нулю, а на границе z = h(t) выполняется условие
теплового баланса

ki
∂Ti

∂z
= LV

dh

dt
. (9)
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Сформулированная модель (1)–(9) представляет собой нелинейную систе-
му уравнений и граничных условий с движущимися границами фазовых пре-
вращений. Перейдём теперь к вопросу построения аналитических решений
этой модели.

2. Нелинейная динамика процесса. Для определения закона движения гра-
ницы «лёд – талая вода» подставим распределение температуры (1) в гранич-
ное условие (9). После интегрирования получим

h(t) = −

√

h2(0) −
2ki
LV

∫ t

0

Tатм(τ)dτ . (10)

Выражение (10) имеет такую же структуру решения, как и законы замерза-
ния молодого льда в трещинах, найденные в работах [17, 18, 23].

Интегрирование уравнения (3) даёт распределение доли твёрдой фазы в
двухфазной зоне:

ϕ(z, t) = 1−
(1− ϕb)Tb

Tm(z, t)
, (11)

где Tm(z, t) определяется выражением (2). Комбинируя граничные условия
(5), (6) и принимая во внимание уравнение (4), находим долю твёрдой фазы
на границе z = a(t):

ϕa(t) =
KTa(t)

(K − 1)Ta(t)− Tp

, K =
kw
ki

, Tp =
DLV

ki
. (12)

Подставляя теперь ϕa(t) из (12) в (11) при z = a(t), выражаем температуру
Tb на границе «двухфазная зона – океан» через температуру Ta(t) на границе
«двухфазная зона – талая вода»:

Tb(Ta(t)) =
T 2
a (t) + Ta(t)Tp

(ϕb − 1)((K − 1)Ta(t)− Tp)
. (13)

Поскольку тепловой и концентрационный потоки пропорциональны в соот-
ветствии с выражением (4), можно получить систему уравнений для опреде-
ления протяжённости ложного дна w(t) = a(t) − b(t) и температуры Ta(t).
Для этого приравняем производные db/dt из уравнений (7) и (8) и вычтем
производные, стоящие в левых частях уравнений (5) и (7). В результате будем
иметь:

a(t)− b(t) = S1(Ta(t), t), (14)

d(a(t) − b(t))

dt
=

S2(Ta(t))

a− b
+ S3(Ta(t), t), (15)

где

S1(Ta(t), t) = −

(kiϕb + kw(1− ϕb))(Ta − Tb)Tb

αsuLV (Tb +mS∞) + αhρwcpwu(T∞ − Tb)Tb

,

S2(Ta(t)) =
(kiϕa + kw(1− ϕa))(Ta − Tb)

LV ϕa

, S3(Ta(t), t) =
αsu(Tb +mS∞)

Tbϕb

.
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В этих выражениях аргументы функций S1, S2 и S3 могут зависеть от вре-
мени в явном виде (не только с помощью зависимости Ta(t)), если u, T∞ или
S∞ зависят от времени.

Если значения параметров u, T∞ или S∞ постоянны (или когда эти па-
раметры, зависящие от времени, заменены своими средними величинами), то
Q1, Q2 и Q3 зависят от времени только через функцию Ta(t). Подставляя
a(t)− b(t) из (14) в (15), находим явный вид обратной функции t(Ta):

t(Ta) =

∫ Ta

Ta0

F (Ta)dTa, F (Ta) =
dS1(Ta)

dTa

S1(Ta)

S2(Ta) + S1(Ta)S3(Ta)
. (16)

Начальная температура Ta0 (определённая при t = 0) легко находится из
решения алгебраического уравнения (14) при условии, что начальные коор-
динаты a(0) и b(0) известны.

Рассмотрим теперь более общую ситуацию, когда хотя бы одна из величин
u, T∞ или S∞ зависит от времени. В этом случае можно получить задачу
Коши для определения функции Ta(t). Итак, подставляя a(t)− b(t) из (14) в
(15), имеем

dTa(t)

dt
= f(Ta, t), Ta(0) = Ta0, (17)

где f(Ta, t)— известная функция. Начальное условие Ta0, как и ранее, опре-
деляется уравнением (14).

Найдём теперь законы движения границ «двухфазная зона – океан» и
«талая вода – двухфазная зона». Интегрируя выражение (8), находим вре-
менную зависимость границы между двухфазной зоной и океаном:

b(t) = b(0)−

∫ t

0

αsu(Tb(Ta) +mS∞)

Tb(Ta)ϕb

dt, (18)

где Tb(Ta) и Ta(t) определяются соотношениями (13), (16) и (17). Закон движе-
ния границы между талой водой и двухфазной зоной следует из выражения
(14) и записывается в виде

a(t) = b(t) + S1(Ta(t), t). (19)

Таким образом, найденные зависимости дают аналитическое решение рас-
сматриваемой проблемы.

Сравним теперь развиваемую модель с данными полевых наблюдений
AIDJEX (детали эксперимента см., например, в работе [8]) и SHEBA (детали
эксперимента см., например, в работах [8, 12, 13]). Поскольку доля твёрдой
фазы ϕb на нижней границе ложного дна близка к единице, в расчётах она
принималась равной 0,99. На рис. 3 показано сравнение экспериментальных
и расчётных значений положения нижней границы двухфазной зоны, полу-
ченные с помощью выражения (18) для скорости трения, изображенной по
данным работы [8] для полевых наблюдений AIDJEX. Здесь же изображен
тепловой поток J = αhρwcpwu(T∞ − Tb), идущий от границы «ложное дно –
океан» в глубину океана (это направление соответствует отрицательным зна-
чениям потока). Из рисунка видно, что тепловой поток идёт от теплой прес-
ной воды в сторону холодного океана. На рис. 4 изображены скорость трения,
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Рис. 3. Скорость трения по данным эксперимента AIDJEX в соответствии с работой [8].
Координата b1(t) = b(t)− b(0) нижней границы двухфазной зоны (ложного дна) в соответ-
ствии с разбросом данных полевых наблюдений AIDJEX и развиваемой теорией. Тепловой
поток J(t) на границе «солёная вода – ложное дно» в зависимости от времени. Расчёт про-
изведен на основе соотношения (17), термофизические параметры, использованные при

расчётах, брались по данным работ [1,8]

Рис. 4. Скорость трения u(t) по данным эксперимента SHEBA в соответствии с работой [8].
Протяжённость w(t) двухфазной зоны (ложного дна) и тепловой поток J(t) на границе

«солёная вода — ложное дно» в зависимости от времени, a(0)− b(0) = 1 см

временные осцилляции толщины двухфазной зоны (ложного дна) и тепловой
поток, рассчитанные в соответствии с выражениями (17)–(19) для полевых
наблюдений SHEBA.

Отметим, что возрастающая функция w(t) становится убывающей после
207-го дня 1998 года. Причиной этого является внезапный приход шторма,
который явился причиной существенного увеличения скорости u(t). Его при-
ход также привёл к возрастанию солёности вблизи нижней границы двухфаз-
ной зоны, что явилось причиной ее плавления и уменьшения протяжённости
ложного дна (двухфазной зоны). Возрастание солёности в эти моменты вре-
мени приводит к понижению температуры фазового перехода (Tb = −mSb)
и к тому, что температура Tb становится меньше температуры океана T∞.
Последнее приводит к изменению знака теплового потока J (тепловой по-
ток в такие моменты времени направлен от океана в сторону ложного дна).
Рассматриваемая теория показывает, что тепловой поток может быть направ-
лен как вверх, так и вниз в различное время процесса в зависимости от ам-
плитуды колебаний скорости трения со средней величиной −12,9 Вт/м2 для
экспериментов AIDJEX и −5,6 Вт/м2 для экспериментов SHEBA. При этом
величина указанного потока оказывается сравнима с другими вкладами в ре-
зультирующий тепловой поток (например, с потоком солнечной радиации или
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с колебаниями потока скрытого тепла, который вызван замерзанием морской
воды в трещинах льда). Более детально эти процессы обсуждаются в работах
[24, 25].

На рис. 5 изображена динамика положений границ фазового превращения
при различных температурах поверхности z = 0, когда происходит встреч-
ное замерзание льда: кристаллизация системы снизу с мигрирующим и уве-
личивающимся по толщине ложным дном и затвердевание системы сверху
во фронтальном режиме при уменьшении атмосферной температуры. Такой
процесс приведет к полному сращиванию обоих вертикальных слоев льда
(верхнего и нижнего) в момент времени встречи границ фазового перехода
«лёд – талая вода» и «талая вода — ложное дно» (эти времена отмечены на
рисунке для различных значений температуры на границе z = 0). При этом
более низкие значения атмосферной температуры приводят к более быстрому
протеканию процесса смерзания ледяных пластов.

Рис. 5. Координаты границ ложного дна a(t) и b(t) (штриховая и сплошная линии соответ-
ственно) и положения границы h(t) (штрих-пунктирные линии) при различных темпера-
турах Tатм (цифры у кривых). Вертикальные линии показывают времена замерзания слоя

льда (времена встречи границ a(t) и h(t))

Заключение. На рис. 3 работы [7] приведены пробы структуры образо-
вавшегося льда с учётом процессов замерзания с ложным дном. Эти пробы
демонстрируют, что эволюция ложного дна (двухфазной зоны) порождает
столбчато-гранулированную структуру льда, а над талой водой находится
слой льда чисто столбчатой структуры. При этом на различных глубинах
наблюдаются структурные переходы от столбчатого к столбчато-гранулиро-
ванному типу. Такие переходы могут сформироваться при завершении про-
цессов смерзания пластов (рис. 5). Если принять во внимание, что в приро-
де встречаются располагающиеся друг под другом мигрирующие структуры
ложного дна, и быстроту протекания процессов кристаллизации (см., напри-
мер, рис. 5), многие структурные переходы во льду можно интерпретировать
как результат взаимодействия фазовых переходов (замерзание льда сверху
и снизу во встречном направлении).

Работа частично выполнена при финансовой поддержке ФЦП «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России» на 2009–2013 годы и РФФИ (проекты
№№ 10–01–96045, 11–01–00137).
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The current paper casts the light on the processes of structural-phase transitions during
the freezing salt water, including the false bottom effects. A nonlinear mathematical
model of heat and mass transfer was obtained. It takes into account the presence of
three moving boundaries of phase transition and turbulent fluid flows from the ocean
side by the surface of the false bottom. The exact analytical solutions of the nonlinear
model were obtained — in their turn, they takes into account the time dependence of
temperature and salinity at the depth and fluctuations of friction velocity. The distri-
bution of temperature and salinity, the concentration of solids, the laws of motion of
the boundaries of the phase transition, “salt water — the two-phase zone”, “two-phase
zone — melted water” and “melt-water — ice” were found. The heat flux at the lower
boundary of a false bottom was specified. The latter can change its direction at the
time oscillations of the sea water temperature and friction velocity. Also it was shown,
that structural transitions in the ice thickness are strictly associated with the processes
of evolution of a false bottom.
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