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Рассматривается нелокальная задача с интегральным условием первого рода для
гиперболического уравнения. Доказана однозначная разрешимость исследуемой
задачи. Для доказательства разрешимости используется метод вспомогатель-
ных задач, получена априорная оценка.

Ключевые слова: нелокальная задача, интегральное условие, априорная оценка.

1. Постановка задачи. Рассмотрим в области D = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T ;
T < l} уравнение

utt − uxx + c(x, y)u = f(x, t) (1)

и поставим для него задачу со следующими условиями:

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x); (2)
ux(0, t) = 0, (3)

∫ l

0

K(x)u(x, t)dx = 0. (4)

Будем считать, что функции φ(x), ψ(x), f(x, t), K(x) заданы и для них выполнены
условия согласования:

∫ l

0

K(x)φ(x)dx =

∫ l

0

K(x)ψ(x)dx = 0, φ′(0) = 0.

Задачи с интегральными условиями образуют один из классов нелокальных
задач, к исследованию которых приводят математические модели различных фи-
зических процессов. Представляют интерес смешанные задачи для гиперболиче-
ских уравнений с нелокальными интегральными условиями, они активно изучаются
(см. [1–3] и список литературы в них). Задача с двумя интегральными условиями,
где вместо граничного условия (3) задаётся интегральное условие вида (4), была
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рассмотрена в [1]. Условие (4), как отмечено в [2], является интегральным условием
первого рода, так как содержит лишь значения искомого решения во внутренних
точках области.

Используя методы, разработанные в [1], исследуем исходную задачу.
Решением задачи (1)–(4) будем называть функцию u(x, t) ∈ W 2

2 (D), удовлетво-
ряющую в классическом смысле условиям (2)–(4) и для п. в. (x, t) ∈ D уравнению (1).

Основной результат работы сформулируем в виде следующей теоремы.
Теорема. Если f(x, t) ∈ L2(D), ft(x, t) ∈ L2(D), φ(x) ∈W 2

2 (0, l), ψ(x) ∈W 1
2 (0, l),

K(x) ∈ C2[0, l], c(x, t) ∈ C(D̄), ct(x, t) ∈ C(D̄), K ′(0) = 0, то существует един-
ственное решение задачи (1)–(4).

2. Априорная оценка. Прежде чем доказать основную теорему, докажем следу-
ющее утверждение.

Лемма. Если выполнены условия теоремы, то существует постоянная C > 0
такая, что решение задачи (1)–(4) удовлетворяет неравенству

∫ l

0

(

u2(x, τ) +

(
∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, τ)dξ

)2)

dx 6

6 C

(

‖ f ‖2L2(D) + ‖ φ ‖2L2(D) + ‖ ψ ‖2L2(D)

)

. (5)

До к а з ат е л ь ств о. Пусть u(x, t)— решение задачи (1)–(4). Умножим обе ча-
сти уравнения (1) на функцию

v(x, t) = K(x)

∫ l

0

(ξ − x)K(ξ)ut(ξ, t)dξ

и проинтегрируем по области Dτ = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < τ ; τ ∈ [0, T ]}:

∫ τ

0

∫ l

0

(utt − uxx + cu)vdxdt =

∫ τ

0

∫ l

0

fvdxdt. (6)

Преобразуем первый интеграл в левой части равенства

I1 =

∫ τ

0

∫ l

0

uttvdxdt,

проинтегрировав сначала по x, затем по t, с учётом условия (4):

I1 =

∫ τ

0

∫ l

0

uttvdxdt =

∫ τ

0

∫ l

0

utt(x, t)K(x)

∫ l

x

(ξ − x)K(ξ)ut(ξ, t)dξdxdt =

= −

∫ l

0

(
∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, t)dξ

)2
∣

∣

∣

∣

∣

τ

0

+

∫ l

0

∫ τ

0

(
∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, t)dξ

)

×

×

(
∫ l

x

K(ξ)utt(ξ, t)dξ

)

dtdx.

Учитывая второе начальное условие (2), имеем

I1 = −
1

2

∫ l

0

(
∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, τ)dξ

)2

dx+
1

2

∫ l

0

(
∫ l

x

K(ξ)ψ(ξ)dξ

)2

dx.
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Преобразуем второй интеграл в левой части равенства

I2 =

∫ τ

0

∫ l

0

uxxvdxdt,

интегрируя дважды по x и учитывая условие (4):

I2 =

∫ τ

0

∫ l

0

uxxvdxdt =

∫ τ

0

∫ l

0

uxx(x, t)K(x)

∫ l

x

(ξ − x)K(ξ)ut(ξ, t)dξdxdt =

= −

∫ τ

0

(

u(x, t)K ′(x)

∫ l

x

(ξ − x)K(ξ)ut(ξ, t)dξ

)

∣

∣

∣

∣

∣

l

0

+

+

∫ τ

0

∫ l

0

u(x, t)K ′′(x)

∫ l

x

(ξ − x)K(ξ)ut(ξ, t)dξdt−

−

∫ τ

0

∫ l

0

u(x, t)K ′(x)

∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, t)dξdxdt+

+

∫ τ

0

(

u(x, t)K(x)

∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, t)dξ

)

∣

∣

∣

∣

∣

l

0

−

∫ τ

0

∫ l

0

u(x, t)K ′(x)

∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, t)dξdxdt+

+

∫ τ

0

∫ l

0

u(x, t)K2(x)ut(x, t)dxdt.

Вычисляя последний интеграл, интегрируя по частям по t, а также учитывая усло-
вия леммы и первое начальное условие (2), получим

I2 =

∫ τ

0

∫ l

0

u(x, t)

∫ l

x

(K ′′(x)(ξ − x)− 2K ′(x))K(ξ)ut(ξ, t)dξdxdt+

+
1

2

∫ l

0

K2(x)u2(x, τ)dx −
1

2

∫ l

0

K2(x)φ2(x)dx.

Теперь равенство (6) можно переписать так:

1

2

∫ l

0

(
∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, τ)dξ

)2

dx+
1

2

∫ l

0

K2(x)u2(x, τ)dx =

=
1

2

∫ l

0

(
∫ l

x

K(ξ)ψ(ξ)dξ

)2

dx+
1

2

∫ l

0

K2(x)φ2(x)dx+

+

∫ τ

0

∫ l

0

u(x, t)

∫ l

x

(K ′′(x)(x − ξ) + 2K ′(x)+

+

∫ τ

0

∫ l

0

f(x, t)K(x)

∫ l

x

(x− ξ)K(ξ)ut(ξ, t)dξdxdt+

+ C(x, t)K(x)(ξ − x))K(ξ)ut(ξ, t)dξdxdt.

Оценим интегралы в правой части этого равенства с помощью неравенства Коши:

1

2

∫ l

0

(
∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, τ)dξ

)2

dx+
1

2

∫ l

0

K2(x)u2(x, τ)dx 6

6
1

2

∫ l

0

(
∫ l

x

K(ξ)ψ(ξ)dξ

)2

dx+
1

2

∫ l

0

K2(x)φ2(x)dx + 3

∫ τ

0

∫ l

0

f2(x, t)dxdt+
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+

∫ τ

0

∫ l

0

(2K2(x)x2 +K2(x)l2)

(
∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, t)dξ

)2

dxdt+ 3

∫ τ

0

∫ l

0

u2(x, t)dxdt+

+

∫ τ

0

∫ l

0

(K ′′(x)x + 2K ′(x) − C(x, t)K(x)x)2
(
∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, t)dξ

)2

dxdt+

+

∫ τ

0

∫ l

0

(−K ′′(x) + C(x, t)K(x))2(x2 + l2)

(
∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, t)dξ

)2

dxdt.

Из условий леммы следует, что найдутся такие положительные постоянные m,
M , N , что

m

(
∫ l

0

(

u2(x, τ) +

(
∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, τ)dξ

)2)

dx

)

6

6M

∫ τ

0

∫ l

0

(

u2(x, t) +

(
∫ l

x

K(ξ)ut(ξ, t)dξ

)2)

dxdt+

+N

(
∫ τ

0

∫ l

0

f2(x, t)dxdt +

∫ l

0

φ2(x)dx +

∫ l

0

ψ2(x)dx

)

,

h 6 K(x, t) 6 k, h′ 6 K ′(x, t) 6 k′, h′′ 6 K ′′(x, t) 6 k′′, где 2m = min(k2, 1), M =
= max(3, 3k2l2 + (k′′l + 2k′ + c0kl)

2 + 2(k′′ + c0k)
2l2), 2N = max(k2, k2l2, 6).

Применив лемму Гронуолла из работы [5], получим неравенство (5) с константой
C = NeMT/m.�

3. Доказательство теоремы существования и единственности решения задачи
(1)–(4). Так как неравенство, полученное в лемме, справедливо для любого τ ∈ [0, T ],
то из неравенства (5) при f = 0, φ = 0, ψ = 0 следует, что не может существовать
более одного решения задачи (1)–(4).

Аналогично [1] сведём исходную задачу к операторному уравнению.
Пусть u(x, t) удовлетворяет уравнению (1) и условиям (3), (4). Умножим (1) на

K(x) и проинтегрируем по x от 0 до l:

∫ l

0

K(x)utt(x, t)dx −

∫ l

0

K(x)uxx(x, t)dx +

∫ l

0

K(x)c(x, t)u(x, t)dx =

=

∫ l

0

K(x)f(x, t)dx.

Вычисляя здесь второй интеграл по частям, с учётом условий (3) и (4) получим

−K(l)ux(l, t) +

∫ l

0

(K ′(x)ux(x, t) + c(x, t)K(x)u(x, t))dx =

∫ l

0

K(x)f(x, t)dx.

Пусть u(x, t)— решение второй краевой задачи для уравнения (1) с граничными
условиями вида (3) и

ux(l, t) = µ(t) (7)

и начальными условиями (2).
Если µ(t) можно подобрать так, чтобы выполнялось условие (4), то u(x, t) будет

решением исходной задачи (1)–(4).
Пусть µ(t) ∈ W 1

2 (0, T ), µ(t) ≡ 0, t < 0, тогда вторую краевую задачу для урав-
нения (1) с граничными условиями (3), (7) можно свести к задаче с однородными
граничными условиями. Для этого введём новую неизвестную функцию ũ(x, t) =
= u(x, t)− w(x, t), где

w(x, t) =

∫ l+x−l

0

µ(ξ)dξ.
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Тогда ũ(x, t) является решением следующей задачи:

ũtt − ũxx + c(x, t)ũ = f̃(x, t),

ũ(x, 0) = φ(x), ũt(x, 0) = ψ(x); ũx(0, t) = 0, ũx(l, t) = 0,

где f̃(x, t) = f(x, t)− c(x, t)w(x, t).
Используя результаты и методы работы [4], можно показать, что если f̃t(x, t) ∈

L2(D), K(l) 6= 0 и µ(t) ∈ W 1
2 (0, T ), то существует единственное решение второй

краевой задачи из W 2
2 (D).

Пусть u(x, t) = T (µ, f, φ, ψ)— решение вспомогательной второй краевой задачи.
Тогда, применив условие (4), приходим к уравнению относительно µ(t):

−K(l)µ(t) + l̃T (µ(t)) = G(t), (8)

где

l̃V =

∫ l

0

(K ′(x)vx(x, t) + c(x, t)K(x)v(x, t))dx, G(t) =

∫ l

0

K(x)f(x, t)dx + l̃T (f, φ, ψ).

Лемма. Если K(l) 6= 0 и выполняются условия теоремы, то существует един-
ственное решение уравнения (8).

До к а з ат е л ь ств о.
Единственность. Предположим, что существуют два решения µ1(t), µ2(t), то-

гда µ(t) = µ1(t)− µ2(t) удовлетворяет однородному уравнению

−K(l)µ(t) +

∫ l

0

(K ′(x)ũx(x, t) + c(x, t)K(x)ũ(x, t))dx = 0, (9)

где ũ(x, t)— решение вспомогательной задачи для однородного уравнения

ũtt − ũxx + c(x, t)ũ = 0,

но ũ(x, t) является также решением однородной нелокальной задачи и, как доказано
выше, ũ(x, t) ≡ 0. Тогда из (9) выполняется равенствоK(l)µ(t) = 0, так какK(l) 6= 0,
то µ(t) ≡ 0.

Существование. Условие K(l) 6= 0 позволяет решить уравнение (8) относи-
тельно µ(t):

µ(t) =
1

K(l)

∫ l

0

(K ′(x)ux(x, t) + C(x, t)K(x)u(x, t))dx −
1

K(l)

∫ l

0

K(x)f(x, t)dx.

В силу свойств решения вспомогательной задачи операторы T , (∂/∂x)T ограничены,
оператор l̃V :W 2

2 →W 1
2 вполне непрерывен, поэтому оператор

A =
1

K(l)

∫ l

0

(K ′(x)ux + c(x, t)K(x)u)dx

вполне непрерывен [6], и из единственности решения уравнения (8) следует сущест-
вование решения, тогда существует единственное решение задачи (1)–(4) u(x, t). �
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