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Методом монотонных операторов для различных классов нелинейных уравнений
с весовыми операторами типа потенциала доказаны глобальные теоремы о су-
ществовании, единственности и оценках решений в пространствах Лебега.
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В вещественных пространствах Lp(R
1) = Lp(−∞,∞), 1 < p < ∞, рассматрива-

ются нелинейные интегральные уравнения вида

u(x) +

∫

∞

−∞

[a(x)− a(t)]F (t, u(t))

|x− t|1−α
dt = f(x), (1)

u(x) + F

(

x,

∫

∞

−∞

[a(x)− a(t)]u(t)

|x− t|1−α
dt

)

= f(x), (2)

для которых методом монотонных (по Браудеру—Минти) операторов (см., напри-
мер, [1]) доказываются глобальные теоремы о существовании, единственности и
оценках решений.

Для упрощения записей введём следующие обозначения:

Lp(R
1) = Lp, ‖ · ‖Lp(R1) = ‖ · ‖p, p′ =

p

p− 1
, 〈u, v〉 =

∫

∞

−∞

u(x) v(x) dx,

(Iαu)(x) =

∫

∞

−∞

u(t) dt

|x− t|1−α
, (Aαu)(x) =

∫

∞

−∞

[a(x)− a(t)]u(t)

|x− t|1−α
dt.

В силу известной теоремы Харди—Литтлвуда (см., например, [1]) оператор типа
потенциала Iα действует непрерывно из Lp в Lp/(1−αp), если 0 < α < 1 и 1 < p < 1/α,
причём

‖Iαu‖p/(1−αp) 6 ‖Iα‖p→p/(1−α p)‖u‖p ∀u ∈ Lp, (3)

где ‖Iα‖p→p/(1−α p) есть норма оператора Iα : Lp → Lp/(1−α p).
Справедливы следующие (двойственные) леммы.
Лемма 1. Пусть 0 < α < 1, 2/(1 + α) < p < 1/α и a ∈ Lp/[p(1+α)−2]. Тогда

оператор Aα действует непрерывно из Lp в Lp′ , причём

‖Aαu‖p′ 6 2 ‖Iα‖p→p/(1−α p)‖a‖p/[p(1+α)−2]‖u‖p, (4)

〈Aαu, u〉 = 0 ∀u(x) ∈ Lp. (5)
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Лемма 2. Пусть 0 < α < 1, 1/(1− α) < p < 2/(1− α) и a ∈ Lp/[2−p(1−α)]. Тогда
оператор Aα действует непрерывно из Lp′ в Lp, причём

‖Aαu‖p 6 2 ‖Iα‖p/(1+αp)→p‖a‖p/[2−p(1−α)]‖u‖p′, (6)

〈Aαu, u〉 = 0 ∀u(x) ∈ Lp′ . (7)

Лемма 1 доказана в [3]. Докажем лемму 2.
До к а з ат е л ь ств о. Пусть u ∈ Lp′ . Тогда, применяя неравенство Гёльдера с

показателями (1 + αp)/(p− 1) и (1 + αp)/[2− p(1− α)], имеем

‖a · u‖p/(1+αp) 6 ‖a‖p/[2−p(1−α)]‖u‖p′ . (8)

Итак, a · u ∈ Lp/(1+αp). Так как 1 < p/(1 + αp) < 1/α (первое неравенство равно-
сильно условию, что 1/(1− α) < p, а второе — очевидно), согласно теореме Харди—
Литтлвуда Iα(a u) ∈ Lp, поскольку

p
1+α p

1− αp
1+αp

= p,

причём
‖Iα(a · u)‖p 6 ‖Iα‖p/(1+αp)→p‖a · u‖p/(1+αp).

Воспользовавшись оценкой (8), из последнего неравенства получаем

‖Iα(a · u)‖p 6 ‖Iα‖p/(1+αp)→p‖a‖p/[2−p(1−α)]‖u‖p′. (9)

Обозначим Iαu = v. Так как u ∈ Lp′ и 1 < p′ < 1/α (первое неравенство оче-
видно, а второе равносильно условию, что 1/(1− α) < p), cогласно теореме Харди—
Литтлвуда Iαu ∈ Lq, где

q =
p′

1− αp′
=

p

p(1 − α)− 1
,

т. е. v = Iαu ∈ Lp/[p(1−α)−1], ∀u ∈ Lp′ , причём, в силу неравенства (3),

‖Iαu‖p/[p(1−α)−1] 6 ‖Iα‖p/(p−1)→p/[p(1−α)−1]‖u‖p′. (10)

Далее, применяя неравенство Гёльдера с показателями 1/[p(1−α)−1] и 1/[2−p(1−α)],
имеем

‖a · Iαu‖p =

(
∫

∞

−∞

|a(x)|p|v(x)|pdx

)1/p

6 ‖a‖p/[2−p(1−α)]‖I
αu‖p/[p(1−α)−1].

Поэтому с учётом оценки (10) сразу получаем

‖a · Iαu‖p 6 ‖Iα‖p/(p−1)→p/[p(1−α)−1]‖a‖p/[2−p(1−α)]‖u‖p′ . (11)

Так как Aαu = a·Iαu−Iα(a·u), из неравенств (9) и (11) следует, что оператор Aα дей-
ствует непрерывно из Lp′ в Lp. Используя для оценки ‖Aαu‖p сначала неравенство
Минковского, затем оценки (9), (11) и очевидное (см., например, [2, c. 247]) равен-
ство ‖Iα‖p→p/(1−α p) = ‖Iα‖p/[p(1+α)−1]→p′ (поскольку Iα самосопряжённый опера-
тор), легко получаем неравенство (6)).

Осталось доказать равенство (7). Так как оператор Iα является симметрическим

〈Aαu, u〉 = 〈a Iαu, u〉 − 〈Iα(a u), u〉 = 〈Iαu, a u〉 − 〈a u, Iαu〉 = 0,
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что и требовалось доказать. �

Приступим теперь к исследованию нелинейного уравнения (1), содержащего опе-
ратор Aα. Обозначим через L+

p множество всех неотрицательных функций из Lp.
Всюду далее предполагается, что функция F (x, t), порождающая оператор Немыц-
кого Fu = F [x, u(x)], определена при x ∈ R

1, t ∈ R
1 и удовлетворяет условиям

Каратеодори: она измерима по x при каждом фиксированном t и непрерывна по t
почти для всех x.

Теорема 1. Пусть 0 < α < 1, 1/(1−α) < p < 2/(1−α) и a ∈ Lp/[2−p(1−α)]. Если

нелинейность F (x, t) удовлетворяет следующим условиям:

1) |F (x, t)| 6 c(x) + d1 |t|
p−1, где c(x) ∈ L+

p′ , d1 > 0;

2) F (x, t) строго возрастает по t почти при каждом фиксированном x;

3) F (x, t) · t > d2|t|
p −D(x), где D(x) ∈ L+

1 , d2 > 0,

то уравнение (1) имеет единственное решение u∗ ∈ Lp при любом f ∈ Lp. Кроме
того, если условия 1) и 3) выполнены при c(x) = D(x) = 0, то справедлива оценка

‖u∗‖p 6 d1d
−1
2 ‖f‖p. (12)

До к а з ат е л ь ств о. Из условий 1)–3) в силу теорем 2.1, 2.2 и оценки (2.3) из [1]
вытекает, что оператор Немыцкого F , порождённый функцией F (x, t), отображает
пространство Lp на сопряжённое с ним пространство Lp′ , непрерывен, строго моно-
тонен и коэрцитивен. Поэтому в силу леммы 2.1 из [1] существует обратный оператор
F−1, отображающий Lp′ на Lp, хеминепрерывный, строго монотонный и коэрцитив-
ный. Из леммы 2 вытекает, что оператор Aα действует из Lp′ в Lp, непрерывен и
положителен. Значит, оператор Φ = F−1 +Aα отображает Lp′ на Lp, хеминепреры-
вен, строго монотонен и коэрцитивен. Следовательно, по теореме Браудера—Минти
(см. теорема 1.1 из [1]), уравнение F−1v + Aαv = f имеет единственное решение
v∗ ∈ Lp′ . Но тогда непосредственно проверяется, что u∗ = F−1v∗ ∈ Lp является
решением уравнения u + AαFu = f , т. е. данного уравнения (1), и это решение u∗

является единственным в Lp (что легко доказывается методом от противного).
Осталось доказать оценку (12). Используя условия 1) и 3) при c(x) = D(x) = 0,

равенство (7) и равенство u∗ +AαFu∗ = f , имеем

d2‖u
∗‖pp 6 〈u∗, Fu∗〉 = 〈u∗ +AαFu∗, Fu∗〉 = 〈f, Fu∗〉 6

6 d1‖f‖p‖Fu∗‖p′ 6 d1‖f‖p‖u
∗‖p−1

p ,

откуда непосредственно получаем оценку (12). �

Следствие 1.Если 1/2 < α < 3/4 и a ∈ L2/(2α−1), то при любом f ∈ L4

уравнение

u(x) +

∫

∞

−∞

[a(x)− a(t)]u3(t)

|x− t|1−α
dt = f(x)

имеет единственное решение u∗ ∈ L4, причём ‖u∗‖4 6 ‖f‖4.

Следствие 2.Если 0 < α < 1/4 и a ∈ L2/(1+2α), то при любом f ∈ L4/3 уравне-
ние

u(x) +

∫

∞

−∞

[a(x) − a(t)]u1/3(t)

|x− t|1−α
dt = f(x)

имеет единственное решение u∗ ∈ L4/3, причём ‖u∗‖4/3 6 ‖f‖4/3.
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В следующей теореме, относящейся к нелинейному уравнению (2), условия на
нелинейность F (x, t) подбираются так, чтобы порождаемый ею оператор Немыцкого
F действовал непрерывно из Lp′ в Lp и был строго монотонным и коэрцитивным.

Теорема 2. Пусть 0 < α < 1, 2/(1 + α) < p < 1/α и a ∈ Lp/[p(1+α)−2]. Если

нелинейность F (x, t) удовлетворяет следующим условиям:

4) |F (x, t)| 6 g(x) + d3 |t|
1/(p−1), где g(x) ∈ L+

p , d3 > 0;

5) F (x, t) строго возрастает по t почти при каждом фиксированном x;

6) F (x, t) · t > d4|t|
p/(p−1) −D(x), где D(x) ∈ L+

1 , d4 > 0,

то уравнение (2) имеет единственное решение u∗ ∈ Lp при любом f ∈ Lp. Кроме
того, если условия 4) и 6) выполнены при g(x) = D(x) = 0, то справедлива оценка

‖u∗ − f‖p 6
(

2 dp3d
−1
4 ‖Iα‖p→p/(1−αp)‖a‖p/[p(1+α)−2]‖f‖p

)1/(p−1)
. (13)

До к а з ат е л ь ств о. Из леммы 1 и условий 4)–6) вытекает, соответственно,
что весовой оператор типа потенциала Aα действует из Lp в Lp′ , непрерывен и по-
ложителен, а оператор Немыцкого F действует, наоборот, из Lp′ в Lp, непрерывен,
строго монотонен и коэрцитивен. Значит, по лемме 2.1 из [1], существует хеминепре-
рывный, строго монтонный, коэрцитивный обратный оператор F−1, действующий
из Lp в Lp′ .

Запишем данное уравнение (2) в операторном виде: u + FAαu = f . Полагая в
нём u = f − v и применяя затем к обеим частям получившегося уравнения оператор
F−1, приходим к уравнению Φv = Aαf , где Φv = F−1v + Aαv. В силу указанных
выше свойств операторов Aα и F−1 оператор Φ действует из Lp в Lp′ , хеминепреры-
вен, строго монотонен и коэрцитивен. Следовательно, по теореме Браудера—Минти
(см. теорему 1.1 из [1]), уравнение Φv = Aαf имеет единственное решение v∗ ∈ Lp.
Но тогда непосредственно проверяется, что уравнение u + FAαu = f , т. е. данное
уравнение (2), имеет решение u∗ = f − v∗ ∈ Lp. Единственность этого решения u∗

легко устанавливается методом от противного.
Осталось доказать оценку (13). Воспользуемся равенствами u∗ + FAαu∗ = f ,

F−1v∗ + Aαv∗ = Aαf , где u∗ = f − v∗. Положим w = F−1v∗. Тогда Fw = v∗.
Используя условия 4) и 6) при g(x) = D(x) = 0, неравенство (4), равенство (5) и
неравенство Гёльдера, имеем

d4‖w‖
p′

p′ 6 〈Fw,w〉 = 〈v∗, F−1v∗〉 = 〈v∗, F−1v∗〉+ 〈v∗, Aαv∗〉 =

= 〈v∗, Aαf〉 6 ‖v∗‖p‖A
αf‖p′ 6 2 ‖Iα‖p→p/(1−αp)‖a‖p/[p(1+α)−2]‖f‖p‖v

∗‖p =

= 2 ‖Iα‖p→p/(1−αp)‖a‖p/[p(1+α)−2]‖f‖p‖Fw‖p 6

6 2 d3‖I
α‖p→p/(1−α p)‖a‖p/[p(1+α)−2]‖f‖p‖w‖

p′
−1

p′ ,

откуда
‖w‖p′ 6 2d3d

−1
4 ‖Iα‖p→p/(1−α p)‖a‖p/[p(1+α)−2]‖f‖p. (14)

Так как ‖f − u∗‖p = ‖v∗‖p = ‖Fw‖p 6 ‖w‖p
′
−1

p′ , используя оценку (14) с учётом, что
p′ − 1 = 1/(p− 1), получаем

‖u∗ − f‖p 6 d3
(

2 d3d
−1
4 ‖Iα‖p→p/(1−αp)‖a‖p/[p(1+α)−2]‖f‖p

)1/(p−1)
,

что равносильно доказываемой оценке (13). �

Следствие 3.Если 0 < α < 1/4 и a ∈ L2/(1+2α), то при любом f ∈ L4 уравнение

u(x) +

(
∫

∞

−∞

[a(x) − a(t)]u(t)

|x− t|1−α
dt

)1/3

= f(x)
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имеет единственное решение u∗ ∈ L4, причём

‖u∗ − f‖4 6
(

2 ‖Iα‖4→4/(1−4α)‖a‖2/(1+2α)‖f‖4
)1/3

.

Следствие 4.Если 1/2 < α < 3/4 и a ∈ L2/(2α−1), то при любом f ∈ L4/3

уравнение

u(x) +

(
∫

∞

−∞

[a(x)− a(t)]u(t)

|x− t|1−α
dt

)3

= f(x)

имеет единственное решение u∗ ∈ L4/3, причём

‖u∗ − f‖4/3 6
(

2 ‖Iα‖4/3→4/(3−4α)‖a‖2/(2α−1)‖f‖4/3
)3

.

Вопрос о приближённом решении уравнений (1) и (2) рассмотрен в [4].
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