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Рассматривается численное решение задач статического изгиба тонких пла-
стинок с помощью метода сплайн-коллокации. В качестве внешней нагрузки
используются локальные усилия специального вида. Оценивается их эффектив-
ность как аппроксимации сосредоточенных сил, приложенных вдоль произволь-
ных кривых. Проводится сравнение результатов, полученных этим методом, с
расчётами в конечно-элементном пакете.
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Введение. В последнее время для численного решения задач статического изги-
ба и установившихся колебаний пластинок и оболочек широко применяется метод
сплайн-коллокации. Это объясняется рядом причин, среди которых следует отме-
тить простоту реализации, например, по сравнению с методом конечных элементов,
вычислительную эффективность, устойчивость счета, разнообразие возможных ва-
риантов граничных условий и др. Для применения метода сплайн-коллокации внеш-
ние усилия, приложенные к пластинке, должны быть заданы в виде распределенной
поперечной нагрузки на одной из лицевых поверхностей. Если на пластинку поми-
мо распределенной нагрузки действуют сосредоточенные силы, их обычно заменяют
на локальные усилия. Полученная таким образом задача эквивалентна исходной с
точностью до принципа Сен—Венана.

Как правило, для замены сосредоточенных сил используется кусочно-постоянная
функция. Например, приложенные в точке (px, py) сосредоточенные усилия можно
аппроксимировать функцией, равной нулю на всей площади пластинки за исклю-
чением узкой зоны px − δ 6 x 6 px + δ, py − δ 6 y 6 py + δ. В указанной зоне
значение функции подбирается таким образом, чтобы равнодействующая нагрузки
при замене не изменялась [1, 2].

Помимо кусочно-постоянной функции для этих целей можно использовать дру-
гие функции, ненулевые значения которых сосредоточены в узкой зоне вблизи зоны
приложения нагрузки. Так, для рассмотренного ранее примера сосредоточенной в
точке силы локальную нагрузку можно задать функцией
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, k ≫ 1, (1)

где C — нормирующий коэффициент, D — область пластинки. Показатель степени
k выбирается таким образом, чтобы при удалении от точки приложения нагрузки
значения рассматриваемой функции быстро снижались до неотличимого от нуля
значения, однако при этом в зону ненулевых значений попадало достаточное ко-
личество точек расчётной сетки. Такие функции применялись в работах [3–8] для
численного решения задач статического изгиба и установившихся колебаний тонких
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прямоугольных в плане пластинок и оболочек из упругого изотропного, ортотропно-
го и упруго-наследственного материала при локальных нагрузках, приложенных в
точке и вдоль прямых. В данной работе рассматривается использование функций та-
кого вида для задания локальной нагрузки, приложенной вдоль кривой f(x, y) = 0.

Постановка задачи. Имеется тонкая пря-
моугольная в плане пластинка из упруго-
го изотропного материала, отнесённая к де-
картовым координатам x, y (см. рисунок).
К одной из лицевых поверхностей пластин-
ки приложены внешние поперечные распре-
делённые усилия q(x, y). Прогиб пластин-
ки определяется из решения краевой задачи
для бигармонического уравнения [9]

D∇2∇2w = q(x, y)

с граничными условиями, соответствующи-
ми способам заделки краев пластинки. Здесь D = E/(12(1 − ν2))— жёсткость пла-
стинки на изгиб; E, ν — модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала пластинки
соответственно.

Для численного решения поставленной задачи используется метод сплайн-кол-
локации [1, 10, 11].

Если сосредоточенные усилия приложены вдоль кривой f(x, y) = 0, то для ап-
проксимации их локальными нагрузками функцию (1) следует модифицировать:

q(x, y) = C cosk
(

π

2
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)

, k ≫ 1.

Для окружности радиуса R с центром в точке (px, py) имеем
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(

π

2

(x− px)
2
+ (y − py)

2
−R2

max
(ξ,η)∈D

|(ξ − px)2 + (η − py)2 −R2|

)

, k ≫ 1. (2)

Результаты. В таблице приведены максимальные значения прогиба пластинки
при различных вариантах граничных условий на краях под действием локальной
нагрузки, сосредоточенной в окрестности центра пластинки (при R = 0) и вдоль
окружности радиуса R с центром в геометрическом центре пластинки. В методе
сплайн-коллокации было взято 80 точек коллокации и 200 точек ортогонализации.
План пластинки представляет собой квадрат со стороной 1 м, толщина пластинки
равна 0,01 м. Материал пластинки — сталь (E = 2 · 1011 Па, ν = 0,3). Значения
прогиба, полученные методом сплайн-коллокации с локальной нагрузкой вида (2),
обозначены верхним индексом S, а индексу F соответствуют значения, вычисленные
с помощью коммерческого конечно-элементного пакета Comsol Multiphysics для
соответствующей сосредоточенной силы. При этом в конечно-элементных расчётах
пластинка рассматривалась как трёхмерное упругое тело.

Из приведённых в таблице данных видно, что различие между максимальными
значениями прогиба WS

max и WF
max, полученными с помощью метода сплайн-колло-

кации и метода конечных элементов, не превосходит 10%. При различных значениях
показателя степени k имеет место небольшое расхождение между результатами, ко-
торое можно объяснить различным количеством точек расчётной сетки, попавшим
в зону ненулевых значений функции локальной нагрузки.
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Максимальные прогибы пластинки

R W
F
max

, м
W

S
max

, м

k = 5000 k = 10000

Жёсткая заделка всего контура

0,00 2,957 · 10−7 2,869 · 10−7 2,831 · 10−7

0,02 2,933 · 10−7 2,717 · 10−7 2,797 · 10−7

0,05 2,837 · 10−7 2,685 · 10−7 2,761 · 10−7

0,10 2,546 · 10−7 2,541 · 10−7 2,583 · 10−7

0,20 1,760 · 10−7 1,796 · 10−7 1,790 · 10−7

Шарнирное опирание всего контура

0,00 6,373 · 10−7 5,942 · 10−7 5,858 · 10−7

0,02 6,199 · 10−7 5,904 · 10−7 6,008 · 10−7

0,05 6,159 · 10−7 5,863 · 10−7 5,962 · 10−7

0,10 5,782 · 10−7 5,673 · 10−7 5,731 · 10−7

0,20 4,621 · 10−7 4,614 · 10−7 4,609 · 10−7

Консольная пластинка

0,00 6,069 · 10−6 5,967 · 10−6 5,640 · 10−6

0,02 6,069 · 10−6 6,133 · 10−6 6,321 · 10−6

0,05 6,081 · 10−6 6,138 · 10−6 6,121 · 10−6

0,10 6,047 · 10−6 6,161 · 10−6 6,126 · 10−6

0,20 5,736 · 10−6 6,321 · 10−6 6,153 · 10−6

Две смежные стороны жёстко заделаны, остальные свободны

0,00 1,697 · 10−6 1,655 · 10−6 1,564 · 10−6

0,02 1,737 · 10−6 1,718 · 10−6 1,718 · 10−6

0,05 1,707 · 10−6 1,722 · 10−6 1,722 · 10−6

0,10 1,725 · 10−6 1,739 · 10−6 1,739 · 10−6

0,20 1,847 · 10−6 1,852 · 10−6 1,852 · 10−6

Две смежные стороны шарнирно опёрты, остальные свободны

0,00 1,008 · 10−5 9.549 · 10−6 9.027 · 10−6

0,02 1,007 · 10−5 9,749 · 10−6 9,748 · 10−6

0,05 1,008 · 10−5 9,749 · 10−6 9,749 · 10−6

0,10 1,008 · 10−5 9,749 · 10−6 9,749 · 10−6

0,20 1,008 · 10−5 9,749 · 10−6 9,749 · 10−6
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The numerical solution for the problems of static bending of thin plates by spline col-
location method is considered. The local loads of a special type are used as external
forces. Their efficiency as the approximation of concentrated loads applied along com-
pound curves is estimated. The results obtained by this method are compared with those
calculated by finite element software.
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