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Проводится построение простого для практической реализации алгоритма со
сложностью O(M(n) log(n)2) по времени и O(n) по памяти для вычисления ги-
пергеометрических рядов с рациональными коэффициентами на машине Шёнха-
ге, где M(n)— сложность умножения целых чисел. Показывается, что данный
алгоритм пригоден в практической информатике для построения конструктив-
ных аналогов часто используемых констант математического анализа.

Ключевые слова: конструктивные вещественные числа, гипергеометрические
ряды, квазилинейная временная сложность, линейная ёмкостная сложность.

Введение. Предлагается простой для практической реализации алгоритм,
квазилинейный по времени и линейный по памяти, на машине Шёнхаге [1],
для вычисления приближённых значений гипергеометрических рядов с раци-
ональными коэффициентами. Данные ряды используются для расчёта неко-
торых констант математического анализа и элементарных функций в рацио-
нальных точках.

С помощью Sch(FQLINTIME//LINSPACE) будем обозначать класс
алгоритмов, вычислимых на машине Шёнхаге, квазилинейных по времени
и линейных по памяти. Основной особенностью машины Шёнхаге является
возможность рекурсивных вызовов процедур. Под квазилинейностью пони-
мается ограниченность сверху функцией вида O(n log(n)k) при некотором k.

Отличительной особенностью алгоритмов, основанных на разложениях в
ряды, является относительная простота как самих алгоритмов, так и анализа
их вычислительной сложности, так как при этом обычно производятся толь-
ко арифметические операции над рациональными числами без обращения
к дополнительным алгоритмам. Для вычислений с небольшим количеством
знаков после двоичной точки ряды эффективнее других способов в связи
с небольшими константами в оценках вычислительной сложности. Поэтому
такие алгоритмы важны в информатике для практических приложений.

Известно [2], что линейно сходящиеся гипергеометрические ряды с ра-
циональными коэффициентами можно вычислять с помощью метода двоич-
ного деления с временной сложностью O(M(n)(log(n))2) и ёмкостной слож-
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ностью O(n log(n)) (M(n)— сложность умножения n-битовых целых чисел).
В последнее время появились работы, например [3], в которых описываются
алгоритмы (на основе модифицированного метода двоичного деления) вы-
числения значений линейно сходящихся гипергеометрических рядов с вре-
менной сложностью O(M(n)(log(n))2) и ёмкостной сложностью O(n). В [4]
предложены простые для практической реализации алгоритмы для вычис-
ления степенных рядов с полиномиальной временной и линейной ёмкостной
сложностью.

Недостатком метода из [3] является относительная сложность практиче-
ской реализации. В настоящей работе предлагается простой для практиче-
ской реализации алгоритм, который, так же как и алгоритм из [3], является
квазилинейным по времени и линейным по памяти. Идея работать с некото-
рой заданной точностью для того, чтобы вычислить значение гипергеомет-
рического ряда с линейной ёмкостной сложностью, предложена в [5].

Вычислительная сложность конструктивных вещественных чисел и функ-
ций подробно освещается в монографии [6]. Множество конструктивных ве-
щественных чисел с квазилинейной по времени и линейной по памяти слож-
ностью вычисления двоично-рациональных приближений будем обозначать
Sch(FQLINTIME//LINSPACE)CF (данное множество можно определить
по аналогии с множеством FLINSPACE вычислимых действительных чи-
сел [4] с учётом другой вычислительной модели).

Везде далее через n будет обозначаться длина записи точности вычис-
ления 2−n двоично-рациональных приближений. Под функцией log(k) будем
понимать логарифм по основанию 2.

1. Метод двоичного деления. Данный метод предназначен для вычисления
значений линейно сходящихся рядов с рациональными коэффициентами, в
частности, для вычисления гипергеометрических рядов вида

S =
∞∑

i=0

a(i)

b(i)

i∏

j=0

p(j)

q(j)
, (1)

где a, b, p, q — полиномы с целыми коэффициентами; данный ряд линейно
сходится, если его частичная сумма

S(µ(k)) =

µ(k)∑

i=0

a(i)

b(i)

i∏

j=0

p(j)

q(j)
, (2)

где µ(k)— линейная функция от k, отличается от точного значения не более
чем на 2−k: |S − S(µ(k))| 6 2−k.

В классическом варианте метод двоичного деления состоит в следующем.
Обозначим k1 = µ(k). Рассмотрим частичную сумму (2) для некоторых чисел
i1 и i2, 0 6 i1 6 k1, 0 6 i2 6 k1, i1 6 i2:

S(i1, i2) =

i2∑

i=i1

a(i)p(i1) . . . p(i)

b(i)q(i1) . . . q(i)
. (3)

Будем вычислять величины P (i1, i2) = p(i1) . . . p(i2), Q(i1, i2) = q(i1) . . . q(i2),
B(i1, i2) = b(i1) . . . b(i2) и T (i1, i2) = B(i1, i2)Q(i1, i2)S(i1, i2). Если i1 = i2, то
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величины вычисляются напрямую. Иначе ряд делится на две части, левую и
правую, и величины P (i1, i2), Q(i1, i2), B(i1, i2) вычисляются для каждой из
частей рекурсивно. Затем полученные величины комбинируются:

P (i1, i2) = PlPr, Q(i1, i2) = QlQr, B(i1, i2) = BlBr,

T (i1, i2) = BrQrTl +BlPlTr.
(4)

Алгоритм начинает свою работу с i1 = 0, i2 = k1. После вычисления величин
T (0, k1), B(0, k1), Q(0, k1) осуществляется деление T (0, k1) на B(0, k1)Q(0, k1),
чтобы получить результат с заданной точностью. Длины чисел T (0, k1) и
B(0, k1)Q(0, k1) пропорциональны k log(k), то есть алгоритм двоичного деле-
ния является квазилинейным по памяти; временная сложность данного ал-
горитма —O(M(k) log(k)2) [2].

2. Алгоритм вычисления гипергеометрических рядов из [3]. В алгоритме
из [3] вычисляются редуцированные числитель и знаменатель дроби T̂ /Q̂,
где T̂ = TBQ, Q̂ = BQ, имеющие длину O(n), тогда как в классическом
варианте вычисляются числитель и знаменатель длины O(n log(n)). Затем
производится деление редуцированного числителя на редуцированный зна-
менатель с тем, чтобы получить значение суммы ряда с заданной точностью.
Параметром усовершенствованного алгоритма из [3] является модуль m—
верхняя граница длины редуцированных T̂ и Q̂; модуль m вычисляется как
произведение достаточного числа простых чисел. Ряд разбивается на N/G
групп, где G— величина, зависящая от m, и для каждой группы применяет-
ся классический алгоритм двоичного деления. Далее вычисленные значения
комбинируются по модулю m с использованием реконструкции рациональ-
ных чисел с тем, чтобы получить T̂ и Q̂.

Недостатком данного алгоритма является необходимость оценивать вели-
чину m для каждого вида ряда отдельно; в [3] для этого предлагается доста-
точно трудоемкий метод, на примере которого оценивается m для ряда ζ(3).
Недостатком алгоритма из [3] является также необходимость реализовывать
достаточно сложный алгоритм реконструкции рациональных чисел (rational
number reconstruction), имеющий временную сложность O(M(n) log(n)) и ём-
костную сложность O(n).

3. Основной алгоритм класса Sch(FQLINTIME//LINSPACE). Мо-
дифицируем метод двоичного деления для гипергеометрических рядов так,
чтобы алгоритм получился простой и при этом вычисления находились в
пределах класса Sch(FQLINTIME//LINSPACE).

Пусть требуется вычислить значения гипергеометрического ряда (1) с точ-
ностью 2−n. Для этого достаточно вычислить частичную сумму (2) с точно-
стью 2−(n+1), так как

|S − S(µ(n + 1))∗| 6 |S − S(µ(n+ 1))| + |S(µ(n+ 1))− S(µ(n + 1))∗| 6

6 2−(n+1) + 2−(n+1) = 2−n.

Здесь S(µ(n + 1))∗ — обозначение для приближенного значения S(µ(n + 1)).
Обозначим r = µ(n + 1). Возьмем минимальную величину k1 такую, что
2k1 > r; пусть r1 = ⌈r/k1⌉. Запишем частичную сумму (2) в виде

P (r) = σ1 + τ2
[
σ2 + τ3

[
σ3 + . . .+ τk1−1[σk1−1 + τk1σk1 ]

]]
, (5)
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где σ1 =

r1−1∑

i=0

a(i)

b(i)

i∏

j=0

p(j)

q(j)
= σ′

1,

τ2 =

r1∏

j=0

p(j)

q(j)
, σ2 =

a(r1)

b(r1)
+

2r1−1∑

i=r1+1

a(i)

b(i)

i∏

j=r1+1

p(j)

q(j)
= ξ2 + σ′

2,

τ3 =

2r1∏

j=r1+1

p(j)

q(j)
, σ3 =

a(2r1)

b(2r1)
+

3r1−1∑

i=2r1+1

a(i)

b(i)

i∏

j=2r1+1

p(j)

q(j)
= ξ3 + σ′

3, · · ·

Величины σ′

t будем вычислять классическим методом двоичного деления для
суммы (3), где i1 = (t−1)r1+1, i2 = t·r1−1; для σ′

1 возьмем i1 = 0, i2 = r1−1.
Введём следующие обозначения: ω = l(W ) + 1, W = max(A,B), где A =

= max
i=0..r

(|a(i)|, |b(i)|), B = max
j=0..r

(|p(j)|, |q(j)|), l(u)— длина битового представ-

ления u. Оформим оценку вычислительной сложности расчёта σt и τt в виде
двух лемм.

Лемма 1. Временная сложность алгоритма двоичного деления для вы-
числения σt ограничена сверху O(M(r) log(r)); ёмкостная сложность огра-
ничена сверху O(r).

Док а з ат е л ь ств о. Рассмотрим произвольную максимальную цепочку
рекурсивных вызовов, полученных в результате вычислений в соответствии с
формулами (4). Условимся, что нумерация в цепочке начинается с самого глу-
бокого элемента цепочки: i = 1, . . . , ς, где ς — длина цепочки, ς 6 ⌈log(2r1)⌉.

Пользуясь методом математической индукции по i, покажем, что длина
представления числа T на глубине i при вычислении σ′

t удовлетворяет соот-
ношению l(Ti) < 2i+1ω + 2i. При этом заметим, что l(Pi) 6 2iω, l(Qi) 6 2iω,
l(Bi) 6 2iω, так как при увеличении i происходит удвоение длины числа.
База индукции: i = 1, l(T1) 6 2ω < 22ω + 21; индукционный переход:

l(Ti+1) < 2iω + 2iω + 2i+1ω + 2i + 1 < 2(i+1)+1ω + 2i+1.

Отметим, что исходя из этой оценки Tς имеет длину O(r), так как

l(Tς) < C12
ςω 6 C2

r

log(r)
log(r) = C2r;

здесь учитывается тот факт, что все коэффициенты a(i), b(i), p(j), q(j) яв-
ляются полиномами.

Оценим временную сложность вычисления σ′

t. При этом будем учитывать
свойство функции сложности умножения: 2M(2−1m) 6 M(m) (квазилиней-
ные и полиномиальные функции удовлетворяют этому свойству). Так как
в узле дерева вызовов на уровне i производится C3 умножений 2ς−i чисел,
длины которых не превосходят 2i+1ω + 2i, получаем следующую оценку ко-
личества операций, требуемых для вычисления σ′

t:

Time(σ′

t) 6 C3

ς∑

i=1

2ς−iM(2i+1ω + 2i) < C4

ς∑

i=1

2ς−iM(2i+2ω) =
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= C4

ς∑

i=1

2ς−iM(2ς−(ς−(i+2))ω) 6 C5

ς∑

i=1

2ς−i2−ς+(i+2)M(2ςω) 6

6 C6ςM(r) 6 C7 log(r)M(r)

(здесь используется неравенство для 2ςω из оценки для l(Tς)). Заключитель-
ное деление дает O(M(r)) операций.

Теперь оценим ёмкостную сложность вычисления σ′

t. Учитывая, что в узле
дерева вызовов вложенности i количество памяти, расходуемой на временные
переменные, — это C8(2

i+1ω + 2i), получаем, что количество памяти во всех
одновременно существующих рекурсивных вызовах оценивается следующим
образом:

Space(σ′

t) 6
ς∑

i=1

C8(2
i+1ω + 2i) 6 C9(2

ςω + 2ς) 6 C10r = O(r). �

Лемма 2. Временная сложность алгоритма двоичного деления для вы-
числения числителя и знаменателя τt ограничена сверху O(M(r) log(r)); ём-
костная сложность ограничена сверху O(r).

Док а з ат е л ь ств о. Оценки вычислительной сложности τt совпадают
с таковыми для σt в силу того, что неравенства из доказательства леммы 1
также актуальны и для τt, если вычислять числитель и знаменатель σt с по-
мощью алгоритма двоичного деления для произведений. �

Рассчитывать приближённые значения P (r)∗ с точностью 2−(n+1) по фор-
муле (5) будем в соответствии со следующим итеративным процессом:

h1(m) = σ∗

k1
,

ĥi(m) = σ∗

k1−i+1 + τ∗k1−i+2hi−1, i = 1, . . . , k1, (6)

hi(m) = ĥi(m) + εi;

при i = k1 полагаем P (r)∗ = hk1(m). Здесь m > r (величину m выберем
позже); σ∗

i , τ
∗

i — приближения σi, τi с точностью 2−m. Величины hi(m) полу-
чаются отбрасыванием битов qm+1qm+2 . . . qm+j чисел ĥi(m) после двоичной
точки, начиная с (m+ 1)-го, т. е.

|εi| = |hi(m)− ĥi(m)| = 0.0 . . . 0qm+1qm+2 . . . qm+j, (7)

а знак εi совпадает со знаком ĥi(m) (ясно, что |εi| < 2−m).
Предположим, что выполняются следующие условия:

|b(i)| > 2 для всех i, |p(j)|/|q(j)| 6 1 для всех j. (8)

Покажем, что тогда верны следующие две леммы.
Лемма 3. Для любого i = 1, 2, . . . , k1 справедлива оценка

|hi(m)| < (i+ 1)r1W. (9)
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Док а з ат е л ь ств о. Применим математическую индукцию по j для
hj(m). База индукции при j, равном 1: |h1(m)| 6 r1W +2−m < 2r1W . Индук-
ционный переход для (j + 1) > 2:

|hj+1(m)| = |σ∗

k1−(j+1)+1 + τ∗k1−(j+1)+2hj + εj+1| 6

6
1

2
r1W + (j + 1)r1W + 2−m < ((j + 1) + 1)r1W. �

Лемма 4. Погрешность вычисления hk1(m) по схеме (6) оценивается как

∆(k1,m) < 2−mmk21W.

Док а з ат е л ь ств о. Обозначим H1 = σk1 , Hi = σk1−i+1 + τk1−i+2Hi−1,
η(i,m) = |hi(m)−Hi|. Воспользуемся методом математической индукции для
η(j,m) по j. База индукции при j, равном 1:

η(1,m) = |h1(m)−H1| = |σ∗

k1
− σk1 | < 2−m.

Индукционный переход для (j + 1) > 2:

η(j + 1,m) = |σ∗

k1−(j+)+1 + τ∗k1−(j+1)+2hj(m) + εj+1−

− σk1−(j+1)+1 − τk1−(j+1)+2Hj| <

< |τ∗υhj(m)− τυhj(m) + τυhj(m)− τυHj|+ 2 · 2−m 6

6 2−mhj(m) + η(j,m) + 2 · 2−m.

Так как из (9) |hj(m)| < (j + 1)r1W и, по индукционному предположению,
η(j,m) < 2−mmj2W , можно записать

η(j + 1,m) < 2−m(j + 1)r1W + 2−mmj2W + 2 · 2−m <

< 2−m(j + 1)mW + 2−mm(j + 1)2W = 2−mm(j + 2)2W.

Из ∆(k1,m) = η(k1,m) получаем искомое неравенство. �

Из леммы 4 следует, что достаточно взять m такое, чтобы выполнялось

m > (n+ 1) + ⌈2 log(n + 1) + 2 log(r) + log(W )⌉, (10)

для вычисления P (r)∗ с точностью 2−(n+1).
Обозначим алгоритм расчёта гипергеометрического ряда, использующий

схему (6), через LinSpaceBinSplit (linear space binary splitting).
Алгоритм LinSpaceBinSplit. Приближённое значение ряда (1).

Вход: Запись точности вычисления 2−n.
Выход: Приближённое значение ряда (1) с точностью 2−n.
Описание:

1) вычисляем r := µ(n+1); подбираем k1 так, чтобы 2k1 > r; вычис-
ляем r1 := ⌈r/k1⌉; рассчитываем W ;

2) рассчитываем m по формуле (10);
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3) h := σ∗

k1
(с помощью обычного алгоритма двоичного деления с

точностью 2−m);
4) выполняем цикл по i от 2 до k1:

а) рассчитываем v1 := σ∗

k1−i+1 с точностью 2−m с помощью
обычного алгоритма двоичного деления и v2 := τ∗k1−i+2 с точ-

ностью 2−m,

б) вычисляем выражение ĥ := v1 + v2h,

в) h присваиваем величину ĥ, округлённую в соответствии с (7);
5) на выход записываем h.

Оценим временную вычислительную сложность данного алгоритма, учи-
тывая, что r и m линейно зависят от n:

– O(log(n)) вычислений σt дают O(M(n) log(n)2);
– O(log(n)) вычислений τt дают O(M(n) log(n)2);
– O(log(n)) умножений чисел длины O(n) дают O(M(n) log(n));

итого получаем O(M(n) log(n)2) битовых операций. Ёмкостная сложность ал-
горитма LinSpaceBinSplit —O(n), так как во всех вычислениях в данном ал-
горитме фигурируют числа длины O(n).

Теорема. Модифицированный алгоритм двоичного деления для расчёта
гипергеометрических рядов LinSpaceBinSplit принадлежит классу сложно-
сти Sch(FQLINTIME//LINSPACE).

Заключение. В табл. 1, 2 приведены формулы и ряды для расчёта неко-
торых часто используемых на практике констант математического анализа.
Данные ряды линейно сходятся (см. [2–4]), и они удовлетворяют условиям (8);
следовательно, для расчёта их приближённых значений можно использовать
алгоритм LinSpaceBinSplit, то есть перечисленные константы принадлежат
множеству конструктивных чисел Sch(FQLINTIME//LINSPACE)CF . Ал-
горитм LinSpaceBinSplit можно также использовать для вычисления прибли-
жений многих других констант и приближений элементарных функций в ра-
циональных точках.

Если для умножения использовать алгоритм Шёнхаге—Штрассена с вре-
менной сложностью O(n log(n) log log(n)), то временная сложность алгоритма
LinSpaceBinSplit будет O(n log(n)3 log log(n)); при использовании для умноже-
ния простого рекурсивного метода с временной сложностью O(nlog(3)) времен-
ная сложность алгоритма LinSpaceBinSplit будет O(nlog(3) log(n)2).

Отметим, что ряд константы e сходится со скоростью 2−O(n log(n)), поэтому
временная сложность расчёта e в соответствии с алгоритмом LinSpaceBinSplit
будет O(M(n) log(n)), а ёмкостная —O (n/log(n)).

Таблица 1
Формулы для расчёта констант

Константы Формулы Ряды

e e = exp(1) exp(1) = 2
∑

∞

i=0
1
2i!

π π = 16α− 4β
α = arctg

(
1
5

)
= 2 1

5

∑
∞

i=0 (−1)i 1
2(2i+1)52i ,

β = arctg
(

1
239

)
= 2 1

239

∑
∞

i=0 (−1)i 1
2(2i+1)2392i

ζ(3)
∑

∞

i=0
(−1)i(205i2+250i+77)((i+1)!)5(i!)5

2((2i+2)!)5
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Таблица 2
Ряды для расчёта констант

Константы a(i) b(i) p(j) q(j)

e 1 2 1 j

π
1 2(2i+ 1) −1 52

1 2(2i+ 1) −1 2392

ζ(3) 205i2 + 250i+ 77 2 p(0) = 1, p(j) = −j5 32(2j + 1)5

Из дальнейших исследований можно отметить построение алгоритмов
расчёта гипергеометрических рядов с рациональными коэффициентами с вре-
менной сложностью O(n log(n)k), k 6 3, и при этом имеющих линейную ём-
костную вычислительную сложность.
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