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Для уравнения смешанного типа, в верхней полуплоскости представленного
уравнением дробной диффузии, в нижней — влагопереноса, рассмотрена краевая
задача с операторами М. Сайго. Доказана однозначная разрешимость постав-
ленной задачи.

Ключевые слова: уравнение смешанного типа, операторы М. Сайго, однозначная
разрешимость задачи.

1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение смешанного типа:

0 =

{

uxx −Dα
0+,yu, y > 0,

y2uxx − uyy + aux, y < 0, |a| 6 1.
(1)

Здесь Dα
0+,y — частная дробная производная Римана—Лиувилля порядка α, 0 < α < 1,

от функции u(x, y) по второй переменной [1]:

(

Dα
0+,yu

)

(x, y) =
d

dy

1

Γ(1− α)

∫ y

0

u(x, t)

(y − t)1−α
dt. (2)

Пусть D = D+ ∪ D−, где D+ = {(x, y) : 0 6 x, y 6 1}— квадрат, D− — область,
лежащая в нижней полуплоскости (y < 0) и ограниченная характеристиками ξ =

= x − y2

2
= 0 и η = x +

y2

2
= 1 уравнения (1) при y < 0 и интервалом J = (0, 1)

прямой y = 0; Θ0(x) =
(x

2
,−√

x
)

и Θ1(x) =

(

1 + x

2
,−

√
1− x

)

— точки пересечения

характеристик уравнения (1), выходящих из точки x ∈ J , с характеристиками ξ = 0

и η = 1 соответственно;
(

Iα,β,η0+ ϕ
)

(x)— оператор М. Сайго, введенный в [2]; ϕ(x) ∈
C
(

J
)

∩ C2(J), ϕ0(y), ϕ1(y)— заданные функции такие, что y1−αϕ0(y), y1−αϕ1(y) ∈
C
(

D+

)

, ϕ0(0) = ϕ1(0) = 0.
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Для этого уравнения рассмотрим и исследуем следующую задачу.
Задача. Найти решение u(x, y) уравнения (1) в области D, удовлетворяющее

краевым условиям
u(0, y) = ϕ0(y), u(1, y) = ϕ1(y); (3)

A1

(

I
a1−

1
2
,b1+

1
2
,c1

0+ u(t,0)
)

(x) +A2

(

Ia1,b1,c1
0+ uy(t,0)

)

(x) = ϕ(x), (4)

где A1, A2, a1, b1, c1 — заданные константы такие, что

1

2
< a1, b1 6 1, (5)

а также условиям сопряжения

lim
y→0+

y1−αu(x, y) = lim
y→0−

u(x, y) (x ∈ J),

lim
y→0+

y1−α
(

y1−αu(x, y)
)

y
= lim

y→0−
uy(x, y) (x ∈ J).

(6)

Будем искать решение u(x, y) поставленной задачи в классе дважды дифферен-
цируемых функций в области D таких, что

y1−αu(x, y) ∈ C
(

D+

)

, u(x, y) ∈ C
(

D−

)

,

y1−α
(

y1−αu
)

y
∈ C (D+ ∪ {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0}) ,

uxx ∈ C (D+ ∪D−) , uyy ∈ C
(

D−

)

.

(7)

2. Единственность решения задачи. Пусть существует решение исследуемой за-
дачи. Введём следующие обозначения:

Γ(α) lim
y→0+

y1−αu(x, y) = τ1(x), lim
y→0−

u(x, y) = τ2(x),

Γ(α) lim
y→0+

y1−α
(

y1−αu(x, y)
)

y
= ν1(x), lim

y→0−
uy(x, y) = ν2(x).

(8)

Решение уравнения (1) в квадрате 0 6 x, y 6 1, удовлетворяющее условиям (3) и

Γ(α) lim
y→0+

y1−αu(x, y) = τ1(x)
(

x ∈ J
)

, (9)

выражается так [3]:

u(x, y) =

∫ y

0

ϕ0(η)Gξ(x, y, 0, η)dη −
∫ y

0

ϕ1(η)Gξ(x, y, 1, η)dη+

+

∫ 1

0

τ1G(x, y, ξ, 0)dξ, (10)

где

G(x, y, ξ, η) =
(y − η)β−1

2

∞
∑

n=−∞

[

e1,β
1,β

(

−|x− ξ + 2n|
(y − η)β

)

− e1,β
1,β

(

−|x+ ξ + 2n|
(y − η)β

)]

,

∂G(x, y, ξ, η)

∂ξ
=

(y − η)β−1

2

∞
∑

n=−∞

[

sgn(x− ξ + 2n)

|x− ξ + 2n| e0,β
1,β

(

−|x− ξ + 2n|
(y − η)β

)

+
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+
sgn(x+ ξ + 2n)

|x+ ξ + 2n| e0,β
1,β

(

−|x+ ξ + 2n|
(y − η)β

)]

, β =
α

2
,

eµ,δα,β(z) =
∞
∑

n=0

zn

Γ(αn+ µ)Γ(δ − βn)
, α > β. (11)

Можно показать, что

ν1(x) =
1

Γ(1 + α)
τ ′′1 (x). (12)

Найдём соотношение между τ2(x) и ν2(x), принесённое на J из гиперболической

части D− области D. Применяя оператор
(

Ia1,b1,c1
0+

)

−1

=
(

I−a1,−b1,a1+c1
0+

)

к уравне-

нию (4), получим

ν2(x) = −A1

A2

(

I
−

1
2

0+ τ2(t)
)

(x) + g(x), (13)

где g(x) =
1

A2

(

I−a1,−b1,a1+c1
0+ ϕ(t)

)

(x).

При ϕ(x) ≡ 0 имеем

ν2(x) = −A1

A2

(

I
−

1
2

0+ τ2(t)
)

(x) = −A1

A2

(

D
1
2

0+τ2(t)
)

(x). (14)

Единственность решения задачи вытекает из аналога принципа экстремума
А. В. Бицадзе [4].

Пусть max
D+ u(x, y) = τ(x0) > 0. Тогда, в соответствии с принципом экстрему-

ма для операторов дробного дифференцирования [5], из (14) и условий A1 > 0 и
A2 > 0 заключаем, что ν2(x0) < 0. Поскольку τ ′′(x0) = 0, то из (12) заключаем, что
ν1(x0) = 0. Из полученных условий ν2(x0) < 0 и ν1(x0) = 0 следует единственность
решения задачи.

3. Существование решения задачи. Для доказательства существования решения
исходной задачи сведем ее к интегральному уравнению Вольтерра второго порядка.

Выразим τ1(x) из соотношения (12). Получим

τ1(x) = Γ(1 + α)
(

I20+ν1(t)
)

(x). (15)

Полагая τ1(x) = τ2(x) = τ(x) и ν1(x) = ν2(x) = ν(x), подставляя (15) в соот-
ношение (13), с учётом свойств оператора Римана—Лиувилля [1] приходим к инте-
гральному уравнению Вольтерра второго порядка:

ν(x) = −A1Γ(1 + α)

A2

(

I
3
2

0+ν(t)
)

(x) + g(x). (16)

Перепишем (16) в виде

ν(x) = g(x) +
λ

Γ
(

3

2

)

∫ x

0

ν(t)
√
x− tdt, (17)

где λ = −A1Γ(1 + α)/A2.
Функция g(x) ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1), так как ϕ(x) ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1), поэтому,

используя теорию интегральных уравнений [6], находим

ν(x) = g(x) + λ

∫ x

0

√
x− tE 3

2
, 3
2

(

λ(x− t)
3
2

)

g(t)dt. (18)
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Здесь

Eα,µ(z) =

∞
∑

k=0

zk

Γ(µ+ kα)
(19)

— функция типа Миттаг—Леффлера, которая является целой функцией (комплекс-

ной) переменной z = x+ iy порядка
1

α
> 0 [6].

Подставляя (18) в (15), получим выражение для τ(x):

τ(x) = Γ(1 + α)
(

I20+g(t)
)

(x)+

+ Γ(1 + α)λ

(

I20+

∫ t

0

√
t− sE 3

2
, 3
2

(

λ(t− s)
3
2

)

g(s)ds

)

(x). (20)

Можно показать, что если λ ∈ C, то

(

I20+

∫ t

0

√
t− sE 3

2
, 3
2

(

λ(t− s)
3
2

)

g(s)ds

)

(x) =

=

∫ x

0

(x− s)
5
2E 3

2
, 7
2

(

λ(x− s)
3
2

)

g(s)ds. (21)

Используя (21), получим окончательную формулу для τ(x):

τ(x) = Γ(1 + α)
(

I20+g(t)
)

(x) + Γ(1 + α)λ

∫ x

0

(x− s)
5
2E 3

2
, 7
2

(

λ(x− s)
3
2

)

g(s)ds. (22)

Используя полученные таким образом функции τ(x) и ν(x), можно найти реше-
ние задачи в каждой из областей D+ и D−, а значит, и решение задачи в заданном
классе функций в области D, удовлетворяющее краевым условиям (3) и (4) и усло-
виям сопряжения (6).

Теорема. Пусть ненулевые действительные константы A1, A2, a1, b1, c1 удо-
влетворяют условию (5). Тогда задача (3), (4) для уравнения (1) имеет единствен-
ное решение, которое может быть найдено в форме решения задачи Коши, где τ(x)
и ν(x) определены в (22) и (18) соответственно.
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