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Рассмотрена задача граничного управления для системы телеграфных уравнений
в прямоугольной области. С помощью метода Римана построены управляющие
функции, переводящие процесс, описываемый системой, из заданного начального
состояния в финальное. Неоднозначность полученных управлений заключена в
способе задания продолжений условий на начальной прямой.
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В последнее время особое внимание уделяется решению задач граничного управ-
ления для уравнений в частных производных гиперболического типа. В частности,
В. А. Ильиным и Е. А. Моисеевым было подробно исследовано управление процес-
сом, описываемым волновым уравнением (см., например, [1]), также рассматрива-
лись задачи граничного управления для телеграфного уравнения [2–4]. В [3] по-
строено решение задачи при T = 2l: найти функцию u(x, t), удовлетворяющую од-
нородному уравнению utt − uxx + c2u = 0 в прямоугольнике QT

2l = [0, 2l] × [0, T ],
начальным условиям u(x,0) = ϕ(x), ut(x,0) = ψ(x) при 0 6 x 6 2l и финальным
условиям u(x, T ) = ϕ1(x), ut(x, T ) = ψ1(x) при 0 6 x 6 2l и получить управляющие
функции u(0, t) = µ(t) и u(2l, t) = ν(t).

В настоящей работе рассматривается задача граничного управления для систе-
мы телеграфных уравнений. Пусть u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))

⊤ — вектор-функция,
C — постоянная действительная (2×2)-матрица с положительными собственными
значениями, и для системы

utt − uxx + Cu = 0 (1)

выполняются следующие начальные

u(x,0) = ϕ0(x), ut(x,0) = ψ0(x) (2)

и финальные
u(x, T ) = ϕ1(x), ut(x, T ) = ψ1(x) (3)

условия, где ϕ0(x), ψ0(x), ϕ1(x), ψ1(x) — вектор-функции размерности 2. Необходимо
построить решение этой задачи в прямоугольнике Q = [0, l] × [0, T ], то есть найти
управления µ(t) = u(0, t) и ν(t) = u(l, t) на левом и правом концах отрезка [0, l],
переводящие функцию u(x, t) из начального состояния в финальное.

Два уравнения системы имеют одинаковые пары характеристик. Характеристи-
ки t− x = T − l и t+ x = T разбивают прямоугольник Q на 4 области:

∆1 = {t− T + l 6 x 6 T − t, 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T − l/2},
∆2 = {x+ T − l 6 t 6 T − x, 0 6 x 6 l/2},
∆3 = {T − t 6 x 6 t− T + l, T − l/2 6 t 6 T },
∆4 = {T − x 6 t 6 x+ T − l, l/2 6 x 6 l}.
Будем считать, что T > l. В этом случае увеличим область ∆1: пусть ∆1 =

= {t − T + l 6 x 6 T − t, 0 6 t 6 T − l/2}. Для построения решения задачи (1)–(3)
расширим промежуток задания функций ϕ0(x), ψ0(x) до отрезка [l − T, T ]. Теперь
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в области ∆1 функция u(x, t) определена начальными условиями (2), а в области
∆3 — финальными условиями (3). Поскольку точка (l/2, T − l/2) принадлежит одно-
временно ∆1 и ∆3, продолжения ϕ0(x), ψ0(x) необходимо выбирать таким образом,
чтобы решения двух задач Коши в данной точке совпадали. Пусть вектор b— их
общее значение.

Если u(x, t) — решение задачи успокоения для системы уравнений (1) с началь-
ными условиями

u(x,0) = ϕ0(x)− ũ(x) = ϕ̃0(x), ut(x,0) = ψ0(x)

и нулевыми финальными условиями; u(x, t)— решение задачи приведения в напе-
ред заданное состояние для (1) с нулевыми начальными условиями и финальными
условиями

u(x, l) = ϕ1(x) − ũ(x) = ϕ̃1(x), ut(x, l) = ψ1(x),

а ũ(x)— зависящее только от x решение системы телеграфных уравнений (1), для
которого ũ(l/2) = b, то решение задачи (1)–(3) представимо [2, 3] в виде суммы

u(x, t) = ũ(x) + u(x, t) + u(x, t).

В областях ∆1 и ∆3 функции u(x, t), u(x, t) определяются данными на прямых
t = 0 и t = T , а в ∆2 и ∆4 — данными на характеристиках t − x = T − l и t + x =
= T . Для решения полученных задач Коши и Гурса используется метод Римана [5].
Функция Римана телеграфного уравнения (в характеристических координатах ξ =
= x+ t, η = x− t) имеет вид

R(ξ, η; ξ0, η0) =
∞
∑

k=0

1

k!k!

c2kσk

4k
= 0F1

(

1;
c2σ

4

)

,

где σ = (ξ − ξ0)(η − η0), а 0F1(a; z)— обобщённый гипергеометрический ряд [6]. Для
решения задач Коши и Гурса в случае системы телеграфных уравнений использу-
ется матрица Римана

R(ξ, η; ξ0, η0) = 0F1

(

1;
Cσ

4

)

,

где 0F1(a;Z)— матричный аналог обобщённого гипергеометрического ряда [7].
В области ∆1 имеем u(x, t) = 0,

u(x, t) =
ϕ̃0(x+ t) + ϕ̃0(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
0F1

(

1;
C

4

(

(x − z)2 − t2
)

)

ψ0(z)dz−

−
Ct

4

∫ x+t

x−t
0F1

(

2;
C

4

(

(x − z)2 − t2
)

)

ϕ̃0(z)dz,

в области ∆3 — u(x, t) = 0,

u(x, t) =
ϕ̃1(x− t+ T ) + ϕ̃1(x+ t− T )

2
−

−
1

2

∫ x−t+T

x+t−T
0F1

(

1;
C

4

(

(x− z)2 − (T − t)2
)

)

ψ1(z)dz−

−
C(T − t)

4

∫ x−t+T

x+t−T
0F1

(

2;
C

4

(

(x − z)2 − (T − t)2
)

)

ϕ̃1(z)dz.

Введём следующие обозначения:

a00 = l − T, a10 = 0, a01 = T, a11 = l,
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rij(x) =
ϕ̃i(2x− aij) + ϕ̃i(aij)

2
+

+
(−1)i+j

2

∫ 2x−aij

aij

0F1

(

1;
C

4
(z − aij)(z − 2x+ aij)

)

ψi(z)dz−

−
C(x− aij)

4

∫ 2x−aij

aij

0F1

(

2;
C

4
(z − aij)(z − 2x+ aij)

)

ϕ̃i(z)dz,

vij(x, τ) = rij

(

x+ τ + l

2

)

+

+
C(x − τ − l)

4

∫ x+τ

0

0F1

(

2;
C

4
(z − x− τ)(τ − x+ l)

)

rij

(

z + l

2

)

dz,

где rij(x), vij(x, τ) — вектор-функции размерности 2; i и j принимают значения 0, 1.
Решения задач успокоения и приведения в наперед заданное состояние в ∆2 имеют
вид

u(x, t) = v00(x, t− T ), u(x, t) = v10(x, T − t− l),

в ∆4 —
u(x, t) = v01(x, T − t− l), u(x, t) = v11(x, t− T ).

Вектор-функцию ũ(x) положим равной

ũ(x) =

∞
∑

k=0

Ck(x− l
2
)2k

(2k)!
b.

Тогда искомое решение задачи (1)–(3) u(x, t) определено в области Q, и управ-
ления µ(t) = u(0, t) и ν(t) = u(l, t) имеют вид

µ(t) = ũ(0) +
ϕ̃0(t) + ϕ̃0(−t)

2
+

1

2

∫ t

−t
0F1

(

1;
C

4

(

z2 − t2
)

)

ψ0(z)dz−

−
Ct

4

∫ t

−t
0F1

(

2;
C

4

(

z2 − t2
)

)

ϕ̃0(z)dz,

ν(t) = ũ(l) +
ϕ̃0(l + t) + ϕ̃0(l − t)

2
+

1

2

∫ l+t

l−t
0F1

(

1;
C

4

(

(z − l)2 − t2
)

)

ψ0(z)dz−

−
Ct

4

∫ l+t

l−t
0F1

(

2;
C

4

(

(z − l)2 − t2
)

)

ϕ̃0(z)dz

при 0 6 t < T − l и

µ(t) = ũ(0) + r00

(

t− T + l

2

)

+ r10

(

T − t

2

)

−

−
C(t− T + l)

4

∫ t−T

0

0F1

(

2;
C

4
(z − t+ T )(t− T + l)

)

r00

(

z + l

2

)

dz−

−
C(T − t)

4

∫ T−t−l

0

0F1

(

2;
C

4
(z + t− T + l)(T − t)

)

r10

(

z + l

2

)

dz,
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ν(t) = ũ(l) + r01

(

T − t+ l

2

)

+ r11

(

t− T + 2l

2

)

+

+
C

4
(t− T + l)

∫ T−t

0

0F1

(

2;
C

4
(z + t− T )(T − t− l)

)

r01

(

z + l

2

)

dz+

+
C

4
(T − t)

∫ t−T+l

0

0F1

(

2;
C

4
(z − t+ T − l)(t− T )

)

r11

(

z + l

2

)

dz

при T − l 6 t 6 T .
Следует отметить, что в рассмотренном случае T > l задача (1)–(3) не имеет

единственного решения, то есть функции µ(t) и ν(t) определяются неоднозначно.
В построенных в данной работе управлениях неоднозначность зависит от выбора
продолжений начальных условий (2) на отрезок [l − T, T ].
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6. Erdélyi A., Magnus W., Oberhettinger F., Tricomi F.G. Higher transcendental functions.
Vol. I / ed. H. Bateman. New York – Toronto – London: McGraw-Hill Book Co, Inc., 1953.
302 pp.; русск. пер.: Бейтмен Г., Эрдейи А. Высшие трансцендентные функции. В 3-х
т. Т. 1: Гипергеометрическая функция. Функция Лежандра. М.: Наука, 1973. 296 с.

7. Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. М.: Наука, 1988. 549 с. [Gantmakher F. R. Theory of
matrices. Moscow: Nauka. 549 pp.]

Поступила в редакцию 10/III/2011;
в окончательном варианте — 10/IX/2011.

165



K o z l o v a E.A.

MSC: 35L51; 93C20, 35B37, 93C73

THE CONTROL PROBLEM FOR THE SYSTEM OF TELEGRAPH
EQUATIONS

E.A. Kozlova

Samara State Technical University,
244, Molodogvardeyskaya st., Samara, 443100, Russia.

E-mail: leni2006@mail.ru

The boundary control problem for the system of telegraph equations was considered in
the rectangular region. The control functions transferring the process described by this
system from the given initial state to the final state were constructed using the Riemann
method. The ambiguity of the obtained controls consists in the way the conditions are
continued in the initial line.
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