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Рассматриваются новые интегральные преобразования, обобщающие классиче-
ские интегральные преобразования Лапласа, Стилтьеса, теории потенциала.
Ядра этих преобразований содержат (τ, β)-обобщённую конфлюэнтную гипер-
геометрическую функцию Райта. Приведены формулы обращения новых инте-
гральных преобразований, их равенства типа Парсеваля—Гольдштейна, приме-
ры применения новых интегральных преобразований.
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Введение. Как известно, интегральные преобразования являются одним
из наиболее эффективных и успешно используемых аналитических методов
решения различных практических задач. Метод интегральных преобразова-
ний широко применяется в классических разделах математической физики,
в теории дифференциальных уравнений, интегральных уравнений, в теории
автоматического регулирования и управления, в теории массового обслужи-
вания и других областях. Он позволяет свести решение рассматриваемых
задач к более простым (см. например [1–6]).

1. Обобщённые преобразования. Рассмотрим новые интегральные преоб-
разования с обобщёнными гипергеометрическими функциями и их свойства.

Напомним классические интегральные преобразования:
– интегральное преобразование Лапласа [4]:

L{f(x); y} =

∫

∞

0
e−xyf(x)dx; (1)
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– интегральное преобразование теории потенциала (по Виддеру) [5]:

P{f(x); y} =

∫

∞

0

xf(x)

x2 + y2
dx; (2)

– обобщённое интегральное преобразование Стилтьеса [4]:

Sp{f(x); y} =

∫

∞

0

f(x)

(x+ y)p
dx. (3)

Новые обобщённые преобразования будем получать с помощью (τ, β)-

обобщённой конфлюэнтной гипергеометрической функции 1Φ
τ,β
1 (a, c, z) [7]:

1Φ
τ,β
1 (a, c, z) =

1

B(a, c− a)

∫ 1

0
ta−1(1− t)c−a−1

1Ψ1

[

(c, τ)
(c, β)

∣

∣

∣
ztτ

]

dt

при Re(c) > Re(a) > 0; τ, β ⊂ R; τ > 0; β > 0; τ−β < 1, B(a, b)— классическая

бета-функция [9], 1Ψ1

[

(c, τ)
(c, β)

∣

∣

∣
ztτ

]

— частный случай обобщённой гипергеомет-

рической функции Райта [1]:

pΨq

[

(ai, αi)1,p
(bj , βj)1,q

∣

∣

∣
z
]

=
∞
∑

n=0

∏p
i=1 Γ(ai + nαi)

∏q
j=1 Γ(bj + nβj)

· z
n

n!
, (4)

где z ∈ C; ai, bi ∈ C; αi, βj ⊂ R (αi 6= 0, βj 6= 0); 1 +
∑q

j=1 βj −
∑p

i=1 αi > 0.
Рассмотрим ниже следующие новые интегральные преобразования.

1. Обобщённые интегральные преобразования Лапласа:

Lγ1,γ2{f(x); y} =

∫

∞

0
xγ2e−(xy)γ1 f(x)dx, (5)

L̃γ1,γ2,γ{f(x); y} =

∫

∞

0
xγ2e

−(xy)γ1
1 Φτ,β

1

(

a; c; −b(xy)γγ1
)

f(x)dx, (6)

где x > 0, γ ∈ C, γ1 > 0, γ2 > 0, b > 0, f(x) ≡ 0 при x < 0; xγ2f(x) < Mes0x
γ1 ,

M > 0 и s0 — постоянные числа при x > 0.
Заметим, что при γ2 = 0, γ1 = 1, b = 0 преобразования (5) и (6) совпадают

с классическим преобразованием Лапласа (1).

2. Обобщённые интегральные преобразования Стилтьеса:

P γ1,γ2,γ3,γ4
1 {f(u);x} = P̃1{f(u);x} =

Γ(c)

Γ(a1)Γ(a2)
×

×
∫

∞

0

uγ2f(u)

(xγ1 + uγ1)γ3
2Ψ1

[

1(a1; τ); (a2; γ)
(c;β)

∣

∣

∣
− b

( uγ1

xγ1 + uγ1

)γ4]

du = g1(x), (7)

P γ1,γ2,γ3,γ4
2 {f(u);x} = P̃2{f(u);x} =

Γ(c)

Γ(a1)Γ(a2)
×

9
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×
∫

∞

0

uγ2f(u)

(xγ1 + uγ1)γ3
2Ψ1

[

1(a1; τ); (a2; γ)
(c;β)

∣

∣

∣
− b

( xγ1

xγ1 + uγ1

)γ4]

du = g2(x), (8)

где Rea1 > 0, Rea2 > 0, Rec > 0; γi > 0; τ, β ⊂ R; τ > 0, β > 0, τ − β < 1;
b > 0; 2Ψ1 — функция вида (4).

При b = 0, γ1 = 1, γ2 = 0, γ3 = p преобразования (7) и (8) совпадают с
классическим преобразованием Стилтьеса (3).

Если положить γ1 = 2, γ2 = 1, γ3 = 1, a2 = 1 в (7) и (8), то получим

соответственно преобразования P̃1{f(u);x}, P̃2{f(u);x}, рассмотренные в ра-
боте [12].

2. Свойства обобщённых интегральных преобразований. Равенства типа
Парсеваля—Гольдштейна. Установим некоторые свойства вышеприведённых
обобщённых интегральных преобразований.

Теорема 1. При условиях существования и абсолютной сходимости ин-
тегралов (5)–(8) имеют место следующие композиционные соотношения:

Lγ1,γ2{L̃γ1,γ2,γ{g(u);x}; y} =
1

γ1
Γ

(

γ2 + 1

γ1

)

P
γ1,γ2,

γ2+1

γ1
,γ

1 {g(u); y}, (9)

L̃γ1,γ2,γ{Lγ1,γ2{g(u);x}; y} =
1

γ1
Γ

(

γ2 + 1

γ1

)

P
γ1,γ2,

γ2+1

γ1
,γ

2 {g(u); y}. (10)

Док а з ат е л ь ств о. Используя равенства (5), (6) и абсолютную сходи-
мость интегралов, получим формулу (9):

Lγ1,γ2{L̃γ1,γ2,γ{g(u);x}; y} =

=

∫

∞

0
xγ2e−(xy)γ1

(
∫

∞

0
uγ2e−(xu)γ1

1Φ
τ,β
1

(

a; c;−b(xu)γγ1
)

g(u)du

)

dx =

=

∫

∞

0
uγ2g(u)

(
∫

∞

0
xγ2e−xγ1 (yγ1+uγ1 )

1Φ
τ,β
1

(

a; c;−b(xu)γγ1
)

dx

)

du =

=
1

γ2

∫

∞

0

uγ2

(yγ1 + uγ1)
γ2+1

γ1
−1

g(u)×

×
(
∫

∞

0
e−zz

γ2+1

γ1
+1

1Φ
τ,β
1

(

a; c;−b
( zuγ1

yγ1 + uγ1

)γ)

dz

)

du =

=
1

γ1
· Γ(c)
Γ(a)

∫

∞

0

uγ2

(yγ1 + uγ1)
γ2+1

γ1

g(u)×

× 2Ψ1

[

(a; τ); (γ2+1
γ1

; γ)

(c;β)

∣

∣

∣
− b

( uγ1

yγ1 + uγ1

)γ]

du =

=
1

γ1
Γ

(

γ2 + 1

γ1

)

P
γ1,γ,

γ2+1

γ1
,γ

1 {g(u); y}.

Формула (10) доказывается аналогично. �

Для интегральных преобразований вида (5)–(8) получены некоторые ра-
венства типа Парсеваля—Гольдштейна.
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Теорема 2. Если функция f(x) ∈ L(0;+∞), g(x) ∈ L(0;+∞), то при
условии абсолютной сходимости интегралов справедливы равенства типа
Парсеваля—Гольдштейна:

∫

∞

0
uγ2L̃γ1,γ2,γ{f(t);u}g(u)du =

∫

∞

0
tγ2L̃γ1,γ2,γ{g(u); t}f(t)dt, (11)

∫

∞

0
xγ2P̃1{f(t);x}g(x)dx =

∫

∞

0
xγ2P̃2{g(t);x}f(x)dx, (12)

∫

∞

0
xγ2Lγ1,γ2{h(y);x}L̃γ1 ,γ2,γ{g(u);x}dx =

=
1

γ1
Γ

(

γ2 + 1

γ1

)
∫

∞

0
yγ2h(y)P̃

γ1,γ,
γ2+1

γ1
,γ

1 {g(u); y}dy, (13)

∫

∞

0
xγ2L̃γ1,γ2,γ{f(y);x}Lγ1,γ2{g(u);x}dx =

=
1

γ1
Γ

(

γ2 + 1

γ1

)
∫

∞

0
yγ2f(y)P

γ1,γ,
γ2+1

γ1
,γ

2 {g(u); y}dy. (14)

Док а з ат е л ь ств о. Докажем, например, равенство (13). Используя ра-
венства (5), (6), получим

∫

∞

0
xγ2Lγ1,γ2{h(y);x}L̃γ1 ,γ2,γ{g(u);x}dx =

=

∫

∞

0
yγ2h(y)

(
∫ y

0
xγ2e−(xy)γ1

(
∫

∞

0
uγ2e−(xy)γ1×

× 1Φ
τ,β
1

(

a; c;−b(xu)γγ1
)

g(u)du

)

dx

)

dy =

=

∫

∞

0
yγ2h(y)Lγ1,γ2{L̃γ1,γ2,γ{g(u);x}; y}dy.

Теперь, учитывая равенство (9), окончательно получим

∫

∞

0
xγ2Lγ1,γ2{h(y);x}L̃γ1 ,γ2,γ{g(u);x}dx =

=
1

γ1
Γ

(

γ2 + 1

γ1

)
∫

∞

0
yγ2h(y)P̃

γ1,γ,
γ2+1

γ1
,γ

1 {g(u); y}dy.

Равенства (11), (12) и (14) доказываются аналогично. �

3. Формулы обращения.

Теорема 3. При условиях существования интегрального преобразования
P γ1,γ2,γ3,γ4
1 {f(x); y} справедлива следующая формула обращения для (7):

f(y) = L̃−1
γ1,γ2,γ

{

L−1
γ1,γ2·a2−1

{Γ(a2)

γ1
g1(z);x

}

; y
}

, (15)
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где g1(z) = P γ1,γ2,γ3,γ4
1 {f(u); z}; γ4 = γ, γ3 = a2.

Док а з ат е л ь ств о. При доказательстве формулы (15) используется
равенство

∫

∞

0
xγ1·a2−1e−(yγ1+zγ1 )xγ1

1Φ
τ,β
1

(

a; c;−b(xy)γγ1
)

dx =

=
1

γ1

Γ(c)

Γ(a1)

1

(yγ1 + zγ1)a2
2Ψ1

[

1(a; τ); (a2; γ)
(c;β)

∣

∣

∣
− b

( yγ1

yγ1 + zγ1

)γ]

. (16)

Равенство (16) проверяется непосредственными вычислениями.
Положим в (7) γ4 = γ, γ3 = a2. Учитывая равенство (16), будем иметь

P γ1,γ2,γ3,γ4
1 {f(y); z} = g1(z) =

=
Γ(c)

Γ(a1)Γ(a2)

∫

∞

0

yγ2f(y)

(zγ1 + yγ1)a2
2Ψ1

[

(a; τ); (a2; γ)
(c;β)

∣

∣

∣
− b

( yγ1

yγ1 + zγ1

)γ]

dy =

=
Γ(c)

Γ(a1)Γ(a2)

∫

∞

0

yγ2f(y)

(zγ1 + yγ1)a2

(

γ1Γ(a1)(z
γ1 + yγ1)a2

Γ(c)
×

×
∫

∞

0
xγ1·a2−1e−(yγ1+zγ1)xγ1

1Φ
τ,β
1

(

a1; c;−b(xy)γγ1
)

dx

)

dy =

=
1

Γ(a2)

∫

∞

0
f(y)

(

γ1

∫

∞

0
xγ1·a2−1yγ2e−(yγ1+zγ1)xγ1×

× 1Φ
τ,β
1

(

a1; c;−b(xy)γγ1
)

dx

)

dy =

=
γ1

Γ(a2)

∫

∞

0
xγ1·a2−1e−(xz)γ1

(
∫

∞

0
yγ2e−(xy)γ1×

× 1Φ
τ,β
1 (a1; c;−b(xy)γγ1)f(y)dy

)

dx =

=
γ1

Γ(a2)

∫

∞

0
xγ1·a2−1e−(xz)γ1 L̃γ1,γ2,γ{f(y);x}dx =

=
γ1

Γ(a2)
Lγ1,γ2a2−1{L̃γ1,γ2,γ{f(y);x}; z},

откуда следует равенство (15). �

Теорема 4. При условии существования интегрального преобразования
L̃γ1,γ2,γ{f(x); y} справедлива следующая формула обращения для обобщённого
интегрального преобразования Лапласа:

f(u) =
γ1Γ(a)

Γ(c)
u−γ2

∫

∞

0
(ux)−1g(x)K(ux)dx, (17)

где

K(x) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

xs

ξ(s)
ds, g(y) = L̃γ1,γ2,γ{f(x); y},

12
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ξ(s) = 2Ψ1

[1(a; τ); ( s
γ1
; γ)

(c;β)

∣

∣

∣
− b

]

.

Док а з ат е л ь ств о теоремы дано в [13].

Нетрудно установить справедливость следующего утверждения.

Теорема 5. При условиях существования и абсолютной сходимости ин-
тегралов имеет место равенство

∫

∞

0
xµ−1L̃m,m−1,γ{e−tug(t);x}dx =

= 1/m
Γ(c)

Γ(a)
2Ψ1

[

(a; τ); ( µ
m ; γ)

(c;β)

∣

∣

∣
− b

]

· L{tm−1−µg(t);u}, (18)

где L— классическое преобразование Лапласа (1).

4. Применения обобщённых интегральных преобразований. Остановимся
на некоторых применениях обобщённых интегральных преобразований. С по-
мощью равенства (18) и таблицы значений преобразования Лапласа [4] можно
вычислить значения интегралов, стоящих в левой части равенства (18).

Пример 1. Пусть g(t) = tν+µ−me−αt (Reν > 0). Тогда, учитывая [4]

L{tm−1−µg(t);u} = L{tν−1e−αt;u} = Γ(ν)(u+ a)−ν , Reu > −Rea,

будем иметь

∫

∞

0
xµ−1L̃m,m−1,γ{tν+µ−me−(α+u)t;x}dx =

= 1/m
Γ(c)Γ(ν)

Γ(a)
2Ψ1

[

1(a; τ); ( µ
m ; γ)

(c;β)

∣

∣

∣
− b

]

· (u+ α)−ν .

Пример 2. Пусть g(t) = tµ−m sinαt · sin βt. Учитывая [4]

L{t−1 sinαt · sin βt;u} = 2−2 ln
u2 + (α + β)2

u2 + (α − β)2
, Reu > |Im(±α± β)|,

имеем

∫

∞

0
xµ−1L̃m,m−1,γ{tµ−me−tu sinαt · sin βt;x}dx =

= 2−21/m
Γ(c)

Γ(a)
2Ψ1

[1(a; τ); ( s
γ1
; γ)

(c;β)

∣

∣

∣
− b

]

· ln u2 + (α+ β)2

u2 + (α− β)2
.

Если в (6) положить γ2 = m− 1, γ − 1 = m, b = 0, то получим

Lm{f(t); s} =

∫

∞

0
tm−1e−smtmf(t)dt = F (s). (19)
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При m = 1 приходим к классическому преобразованию Лапласа (1).
Учитывая, что Lm{f(x); y} = m−1L{f( m

√
z); ym}, получим

f(x) = L−1
m {F (s);x} =

1

πi

∫ c+i∞

c−i∞
F ( m

√
s)esx

m

ds. (20)

Формула (20) есть формула обращения обобщённого интегрального преобра-
зования Лапласа Lm{f(x); y}.

Дадим некоторые применения обобщённых интегральных преобразований
для решения дифференциальных уравнений. Применяя формулы обращения
интегральных преобразований, можно получить решения дифференциаль-
ных уравнений в частных производных [6].

Пусть

δm,t =
1

tm−1

d

dt
,

тогда

δ2m,t = (1−m)
1

t2m−1

d

dt
+

1

t2m−2

d2

dt2
. (21)

Теорема 6. Если f, f ′, . . . , f (n−1) — непрерывны, f (n) — кусочно-непрерыв-
на на интервале t > 0, а функция f имеет вид ec

mtm при t → ∞, то
a) Lm{δnm,tf(t); s} = mnsmnLm{f(t); s} −mn−1sm(n−1)f(0+)−

−mn−2sm(n−2)(δm,tf)(0
+)− ...− (δn−1

m,t f)(0
+) для n = 1,2, . . . ; (22)

б ) Lm{tmnf(t); s} =
(−1)n

mn
δnm,sLm{f(t); s} для n = 1,2, . . . . (23)

Теорема 7. Если функция f — непрерывна и имеет кусочно-непрерывную
производную в интервале t > 0, а f, f ′ имеют вид ec

mtm при t → ∞, где c—
постоянная, то

a) lim
t→0

f(t) = lim
s→∞

msmF (s); б ) lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

msmF (s),

где F (s) = Lm{f(t); s}.
Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение:

t
∂2u

∂t2
+ (1−m)

∂u

∂t
− t2m−1∂

2u

∂x2
= tmx (x > 0, t > 0), (24)

u(x,0) = 0, u(0, t) = 1, u′x(x,0) = 0. (25)

Разделим обе части уравнения (24) на t2m−1:

1

t2m−2

∂2u

∂t2
+ (1−m)

1

t2m−1

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
=

x

tm−1
.

Учитывая (21), имеем

δ2m,t(u(x, t)) −
∂2u

∂x2
=

x

tm−1
. (26)
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Применяя к обеим частям уравнения (26) преобразование Lm, получим

U ′′

xx(x, s)−m2s2mU(x, s) =
Γ(1/m)

ms
x, (27)

где U(x, s) = Lm{u(x, t); s}.
Решением уравнения (27) является функция

U(x, s) = c1e
msm + c2e

−msm − Γ(1/m)

m3s2m+1
x.

Учитывая теорему 7 и (25), находим

c1 = 0, c2 =
1

msm
.

Применяя формулу обращения для интегрального преобразования (19), по-
лучим решение уравнения (24)

u(x, t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

[

1

s
e−ms − Γ(1/m)

m2s2+1/m
x

]

· estmds.
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