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Решена нелокальная краевая задача для нагруженного уравнения параболического
типа со знакопеременной характеристической формой. Построено общее пред-
ставление решения. Доказаны теорема об общем представлении решения и тео-
рема существования и единственности решения краевой задачи в прямоугольной
области.
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В области Ω = {(x, y) : −1 < x < 1, 0 < y < T} рассмотрим нагруженное
уравнение

L1u = L2δu, (1)

где

L1 ≡ x
∂2

∂x2
+ λ2, L2 ≡ a

∂

∂y
.

Здесь (δu)(y) — среднее значение функции u(x, y) по переменной x на сегмен-
те [−1, 1]:

(δu)(y) =
1

2

∫

1

−1

u(x, y)dx,

λ = λ(y), a = a(y)— заданные непрерывные функции.
Уравнение (1) в области Ω является нагруженным уравнением парабо-

лического типа со знакопеременной характеристической формой Θ(x, y; ξ) =
= xξ2.

В работе [1] А.М. Нахушев предожил метод приближенного решения кра-
евых задач для дифференциальных уравнений, основанный на редукции к
нагруженным уравнениям (см. [2]). В связи с этим вызывает интерес поста-
новка и исследование краевых задач для уравнений вида (1). В даной работе
строится общее представление решений уравнения (1) и решается нелокаль-
ная краевая задача. Первая краевая задача для уравнения вида (1) рассмат-
ривалась в работе [3].

Обозначим через Ω+ = Ω ∩ {x > 0} и Ω− = Ω ∩ {x < 0}. Регулярным
решением уравнения (1) в области Ω будем называть решение u = u(x, y)
такое, что u ∈ C(Ω̄), uxx ∈ C(Ω+) ∩ C(Ω−), (δu)(y) ∈ C[0, T ] ∩ C1(0, T ) и
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выполнено соотношение

lim
ε→0

[ux(ε, y)− ux(−ε, y)] = 0, y ∈ (0, T ).

1. Представление решения. Будем считать, что λ(y), a(y) > 0, y ∈ [0, T ].
Пусть u = u(x, y)— регулярное решение уравнения (1). Обозначим

v(x, y) = u(x, y)− a(y)

λ2(y)

∂

∂y
(δu)(y). (2)

Тогда функция v(x, y) является решением уравнения

xvxx(x, y) + λ2(y)v(x, y) = 0

и в областях Ω+ и Ω− представляется в виде

v(x, y) =
√
x
[

A(y)I1(2λ
√
x) +B(y)K1(2λ

√
x)
]

, (x, y) ∈ Ω+, (3)

v(x, y) =
√
−x

[

C(y)J1(2λ
√
−x) +D(y)Y1(2λ

√
−x)

]

, (x, y) ∈ Ω−, (4)

где Iν(z),Kν(z)— модифицированные функции Бесселя 1-го и 2-го рода; Jν(z),
Yν(z)— функции Бесселя 1-го и 2-го рода.

Учитывая формулы дифференцирования функций Бесселя

d

dz
[zνIν(z)] = zνIν−1(z),

d

dz
[zνJν(z)] = zνJν−1(z), (5)

d

dz
[zνKν(z)] = −zνKν−1(z),

d

dz
[zνYν(z)] = zνYν−1(z), (6)

получим

vx(x, y) = λ
[

A(y)I0(2λ
√
x)−B(y)K0(2λ

√
x)
]

, (x, y) ∈ Ω+, (7)

vx(x, y) = −λ
[

C(y)J0(2λ
√
−x) +D(y)Y0(2λ

√
−x)

]

, (x, y) ∈ Ω−. (8)

Из формул (3), (4), (7) и (8), учитывая асимптотические формулы

I0(z) = 1 + O(z), K0(z) = Ψ(1)− ln
z

2
+ O(z ln z),

J0(z) = 1 +O

(

1

z

)

, Y0(z) = − 2

π

[

Ψ(1)− ln
z

2

]

+ O(z ln z),

в силу соотношений

v(x, y) ∈ C(Ω), lim
ε→0

[vx(ε, y)− vx(−ε, y)] = 0

находим

D(y) = −π
2
B(y), C(y) = −A(y). (9)

Обозначив
ξ(y) = v(−1, y), η(y) = v(1, y), (10)
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из (3) и (4) с учётом (9) получаем

−A(y)J1(2λ)−
π

2
B(y)Y1(2λ) = ξ(y), A(y)I1(2λ) +B(y)K1(2λ) = η(y).

Пусть

∆ =
π

2
I1(2λ)Y1(2λ)− J1(2λ)K1(2λ),

и ∆ 6= 0. Тогда

A(y) =
1

∆

[

ξ(y)K1(2λ) +
π

2
η(y)Y1(2λ)

]

,

B(y) = − 1

∆
[ξ(y)I1(2λ) + η(y)J1(2λ)] .

(11)

Отсюда с учётом (3), (4) и (9) получаем

v(x, y) =
ξ(y)

√
x

∆

[

I1(2λ
√
x)K1(2λ)−K1(2λ

√
x)I1(2λ)

]

+

+
η(y)

√
x

∆

[π

2
I1(2λ

√
x)Y1(2λ) −K1(2λ

√
x)J1(2λ)

]

, (x, y) ∈ Ω+, (12)

v(x, y) =
ξ(y)

√
−x

∆

[

−J1(2λ
√
−x)K1(2λ) +

π

2
Y1(2λ

√
−x)I1(2λ)

]

+

+
η(y)

√
−x

∆

[

−π
2
J1(2λ

√
−x)Y1(2λ) +

π

2
Y1(2λ

√
−x)J1(2λ)

]

, (x, y) ∈ Ω−. (13)

Найдём (δv)(y). Из (12), (13) получаем

2(δv)(y) =

∫

1

−1

v(x, y)dx =

= A(y)

[
∫

1

0

√
xI1(2λ

√
x)dx−

∫

0

−1

√
−xJ1(2λ

√
−x)dx

]

+

+B(y)

[
∫

1

0

√
xK1(2λ

√
x)dx− π

2

∫

0

−1

√
−xY1(2λ

√
−x)dx

]

. (14)

Вычислим интегралы в (14). Воспользовавшись формулами (5) и (6), сделав
замену x = 2λ

√
t в первом и третьем интегралах и замену x = −2λ

√
t во

втором и четвёртом, получаем

∫

1

0

√
xI1(2λ

√
x)dx =

1

4λ3

∫

2λ

0

t2I1(t)dt =
1

4λ3

∫

2λ

0

[

t2I2(t)
]

′

dt =
1

λ
I2(2λ),

∫

0

−1

√
−xJ1(2λ

√
−x)dx =

1

4λ3

∫

2λ

0

t2J1(t)dt =
1

4λ3

∫

2λ

0

[

t2J2(t)
]

′

dt =
1

λ
J2(2λ),

и, учитывая, что lim
t→0

t2K2(t) = 2 и lim
t→0

t2Y2(t) = −4/π, имеем
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∫

1

0

√
xK1(2λ

√
x)dx =

1

4λ3

∫

2λ

0

t2K1(t)dt =

= − 1

4λ3

∫

2λ

0

[

t2K2(t)
]′

dt =
1

2λ3
− 1

λ
K2(2λ),

∫

0

−1

√
−xY1(2λ

√
−x)dx =

1

4λ3

∫

2λ

0

t2Y1(t)dt =

=
1

4λ3

∫

2λ

0

[

t2Y2(t)
]′

dt =
1

λ
Y2(2λ) +

1

πλ3
.

Подставляя вычисленные значения в (14), получаем

(δv)(y) =
A(y)

2λ
[I2(2λ) − J2(2λ)]−

B(y)

2λ

[

K2(2λ) +
π

2
Y2(2λ)

]

,

или с учётом (11) —

(δv)(y) = ξ(y)E(λ) + η(y)F (y), (15)

где

E(λ) =
1

2λ∆

(

K1(2λ) [I2(2λ) − J2(2λ)] + I1(2λ)
[

K2(2λ) +
π

2
Y2(2λ)

])

,

F (λ) =
1

2λ∆

(π

2
Y1(2λ) [I2(2λ)− J2(2λ)] + J1(2λ)

[

K2(2λ) +
π

2
Y2(2λ)

])

.

Учитывая, что в силу (2)

(δv)(y) = (δu)(y) − a(y)

λ2(y)
(δu)′(y),

получаем

ξ(y) = u(−1, y)− a(y)

λ2(y)
(δu)′(y), η(y) = u(1, y)− a(y)

λ2(y)
(δu)′(y). (16)

Подставляя (2) и (16) в (15) и считая E(λ) +F (λ) 6= 1, y ∈ [0, T ], приходим к
соотношению

(δu)′(y) +K(y)(δu)(y) =M(y),

где

K(y) =
λ2(y)

a(y) [E(λ) + F (λ)− 1]
, M(y) = K(y) [E(λ)u(−1, y) + F (λ)u(1, y)] .

Таким образом, получаем

(δu)(y) = (δu)(0)w(y, 0) +

∫ y

0

M(t)w(y, t)dt, (17)
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где

w(y, t) = exp

(

−
∫ y

t

K(s)ds

)

.

Сформулируем доказанное в виде теоремы.

Теорема 1. Пусть выполняются условия:
1) u(x, y)— регулярное решение уравнения (1);
2) a(y), λ(y) ∈ C[0, T ];
3) ∆ 6= 0, E(λ) + F (λ) 6= 1, a(y) > 0, λ(y) > 0, y ∈ [0, T ].

Тогда u(x, y) представимо в виде

u(x, y) = v(x, y) +
a(y)

λ2(y)
(δu)′(y), (18)

где v(x, y) определяется с помощью (12), (13), а (δu)(y) — с помощью (17).

2. Краевая задача. Сформулируем краевую задачу для уравнения (1): най-

ти регулярное в области Ω решение u(x, y) уравнения (1), удовлетворяющее

условиям

u(−1, y) = ϕ(y), u(1, y) = ψ(y), 0 < y < T, (19)

α(δu)(0) + βα(δu)(T ) = γ, (20)

где ϕ(y) и ψ(y) — заданные непрерывные функции; α, β, γ — постоянные, при-

чём α2 + β2 6= 0.
Пусть

α+ βw(T, 0) 6= 0. (21)

Подчиняя (17) условию (20), получим

γ = (δu)(0)(α + βw(T, 0)) + β

∫ T

0

K(t)w(T, t)dt,

(δu)(0) =

γ − β

∫ T

0

K(t)w(T, t)dt

α+ βw(T, 0)
. (22)

С учётом этого из теоремы 1 следует

Теорема 2. Пусть ϕ(y), ψ(y) ∈ C[0, T ] и выполнены условия 2), 3) тео-

ремы 1 и условие (21). Тогда существует единственное решение задачи (1),
(19) и (20) u(x, y), которое имеет вид (18), при этом

ξ(y) = ϕ(y) − a(y)

λ2(y)
(δu)′(y), η(y) = ψ(y)− a(y)

λ2(y)
(δu)′(y),

а (δu)(y) и (δu)(0) определены равенствами (17) и (22) соответственно.
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