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Предложена численная процедура расчёта предельных значений нагрузок, дей-
ствующих на дискретные градиентные механические системы, часть элемен-
тов которых может работать уже на стадии разупрочнения. Методика про-
иллюстрирована на примере задачи о растяжении с кручением специального об-
разца в одной стержневой системе из нелинейного материала, свойства кото-
рого определяет невыпуклый потенциал, описывающий как устойчивые состо-
яния материала (упрочнение), так и неустойчивые (разупрочнение). Изложен-
ная вычислительная схема позволяет избежать решения нелинейных уравне-
ний равновесия при постепенном возрастании нагрузок и оценки устойчивости
каждого такого положения равновесия с целью выявления значений нагрузок,
приводящих систему к катастрофе.
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Введение. Разрушение механических систем есть явление того же харак-
тера, что и явление невозможности равновесия [1], то есть разрушение свя-
зано с потерей устойчивости процесса деформирования. Если система гра-
диентна (консервативная механическая система), то её поведение описыва-
ется потенциальной функцией, связывающей параметры состояния системы
и параметры управления [2, 3]. Потеря устойчивости деформирования таких
систем определяется вырожденными критическими точками их потенциаль-
ных функций, которые в пространстве управления задают сепаратрисы таких
функций. Известно [1, 2], что потеря устойчивости происходит тогда, когда
путь нагружения в пространстве управлений выходит из области, ограничен-
ной сепаратрисой. Отсюда для нахождения предельных значений параметров
управления необходимо знать сепаратрису потенциальной функции.

В работах [4,5] построение сепаратрисы потенциальных функций механи-
ческой системы, осуществляющей растяжение с кручением по мягкой и жёст-
кой схемам нагружения специального образца, реализовано посредством ре-
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шения нелинейных уравнений равновесия при монотонном характере воз-
растания параметров управления с последующим выделением вырожденных
критических точек соответствующих потенциальных функций. В этом случае
была получена избыточная информация обо всех промежуточных равновес-
ных состояниях, в то время как необходимо знать только значения величин
параметров управления (нагрузок), приводящих систему к катастрофе (по-
тере устойчивости процесса деформирования).

В данной работе на примере задачи о растяжении с кручением образца
специальных размеров в одной стержневой системе показана методика чис-
ленного расчёта сепаратрисы и определения предельных параметров нагру-
жения, позволяющая избежать решения большого числа нелинейных уравне-
ний равновесия.

1. Механическая система. Будем исследовать стержневую систему (рис. 1)
[4]. Стержни 1 и 2 выполнены из линейно упругого материала. У стержня 1
сечение BB может перемещаться только поступательно (кручение блокирова-
но). Поэтому данный стержень передаёт на образец 3 растягивающую нагруз-
ку. Жёсткость стержня 1 при растяжении равна λ1. У стержня 2 сечение CC
может только поворачиваться (поступательное движение блокировано). Он
передаёт на образец закручивающий момент. Жёсткость стержня 2 при кру-
чении — λ2. Полый образец 3 имеет специальную геометрию такую, что удли-
нение по величине равно деформации растяжения ε, угол закручивания —
деформации сдвига γ, растягивающая сила — растягивающему напряжению
σ, а крутящий момент — касательному напряжению τ . Система нагружается
либо заданием перемещения u сечению AA стержня 1 и угла закручивания ψ
в сечении DD стержня 2 (жёсткое нагружение), либо заданием соответствен-
но растягивающей силы P и крутящего момента M (мягкое нагружение).
Возможны также комбинации кинематических и силовых нагружений (сме-
шанное нагружение).

Рис. 1. Механическая система

Для численного расчёта воспользуемся невыпуклым потенциалом, обос-
нование и методика построения которого приведены в работе [6]:

Π(ε, γ) =

{

0,25[(Eε2 +Gγ2) + a−1 sin(a(Eε2 +Gγ2))], (ε, γ) ∈ Ω;
2,5 · 10−3E, (ε, γ) /∈ Ω,

где E = 2 · 105 МПа, G = 7,7 · 104 МПа, a = 100π/E, Ω =
{

ε, γ > 0, Eε2 +

+Gγ2 6 πa−1
}

. Этот потенциал описывает на качественном уровне поведение
материала при активном деформировании растяжением с кручением как на
стадии упрочнения, так и на стадии разупрочнения.

Нагружение системы ведётся посредством монотонно возрастающих кине-
матических и силовых параметров (u, ψ, P , M). В этом случае все элементы
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находятся в условиях активного деформирования и данная стержневая кон-
струкция относится к классу градиентных систем.

2. Сепаратриса и предельные значения параметров управления при жёст-
ком нагружении. При жёстком нагружении состояние механической системы
описывает потенциальная функция

W ∗

1 = 0,5λ1(u− εl)2 + 0,5λ2(ψ − γlr−1)2 +Π(ε, γ)Sl,

где первые два слагаемых — потенциальные энергии упругих деформаций со-
ответственно стержней 1 и 2, l— длина образца 3, S — площадь его попереч-
ного сечения, r— радиус средней линии поперечного сечения. В дальнейшем
параметры l, r, S будем опускать, как равные единице [4], и для большей
ясности изложения и удобства расчётов, не нарушая сути дела, считать все
величины безразмерными. Тогда потенциальную функцию запишем в виде

W1 = 0,5λ1(u− ε)2 + 0,5λ2(ψ − γ)2 +Π(ε, γ).

Здесь u, ψ— параметры управления, ε, γ — параметры состояния системы.
Величины λ1 и λ2 фиксируем (λ1 = 5 кН/мм, λ2 = 5 кН · мм).

Критические точки функции W1 есть решения системы уравнений равно-
весия

∂W1

∂ε
=
∂Π

∂ε
− λ1(u− ε) = 0,

∂W1

∂γ
=
∂Π

∂γ
− λ2(ψ − γ) = 0.

Отсюда

u =
1

λ1

∂Π

∂ε
+ ε, ψ =

1

λ2

∂Π

∂γ
+ γ. (1)

Вырожденные критические точки, образующие в пространстве управлений
сепаратрису, обращают в нуль детерминант матрицы Гессе H(W1) функции
W1 (матрицы вторых производных). Здесь

H(W1) =

(

λ1 +
∂2Π
∂ε2

∂2Π
∂ε∂γ

∂2Π
∂ε∂γ

λ2 +
∂2Π
∂γ2

)

.

Определим приближённые значения координат вырожденных критиче-
ских точек, используя следующую вычислительную процедуру. Возьмём на
множестве {ε, γ > 0} прямоугольник 0 6 ε 6 0,1, 0 6 γ 6 0,16 и постро-
им в нём сетку узлов с шагом 2 · 10−4 (по ε) и 3,2 · 10−4 (по γ). В каждом
узле вычисляем значение detH(W1) и выделяем те узлы, в которых детер-
минант близок к нулю с достаточной степенью точности. Координаты этих
узлов подставляем в уравнения (1) и находим значения us, ψs. В простран-
стве управления точки с координатами (us, ψs) расположены на сепаратрисе
функции W1 (или в достаточной близости от неё).

На рис. 2 изображена рассчитанная по приведённой выше методике се-
паратриса функции W1. Известно [2, 3], что потеря устойчивости процесса
деформирования происходит тогда, когда путь нагружения в пространстве
управлений выходит из области, ограниченной кривыми сепаратрисы, т. е.
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Рис. 2. Сепаратриса при жёстком нагружении

Таблица 1
us 0,014 0,038 0,053 0,063 0,082 0,108 0,124 0,169 0,221 0,230
ψs 0,204 0,204 0,199 0,196 0,191 0,180 0,171 0,138 0,057 0,010

пересекает кривую AB (см. рис. 2). Координаты точек этой кривой и опреде-
ляют предельные значения параметров управления. Некоторые из этих зна-
чений приведены в табл. 1.

3. Сепаратриса и предельные значения нагрузок при мягком нагружении.
При мягком нагружении потенциальная функция записывается в виде

W2 =W1 −

∫ u

0

P du−

∫ ψ

0

M dψ,

где второе и третье слагаемые — работа внешних сил, взятая со знаком минус.
Роль параметров управления играют величины P и M , а параметров состо-
яния — ε, γ, u, ψ. Критические точки функции W2 являются решениями
системы уравнений

∂W2

∂ε
=
∂Π

∂ε
− λ1(u− ε) = 0,

∂W2

∂γ
=
∂Π

∂γ
− λ2(ψ − γ) = 0,

∂W2

∂u
= λ1(u− ε)− P = 0,

∂W2

∂ψ
= λ2(ψ − γ)−M = 0.

(2)

Матрица Гессе функции W2 имеет вид:

H(W2) =















λ1 +
∂2Π
∂ε2

∂2Π
∂ε∂γ

−λ1 0

∂2Π
∂ε∂γ

λ2 +
∂2Π
∂γ2

0 −λ2

−λ1 0 λ1 0

0 −λ2 0 λ2















.

Так как компоненты матрицы H(W2) есть функции только от ε и γ,
то описанную выше численную процедуру реализуем на той же сетке уз-
лов, что и в случае жёсткого нагружения. Координаты узлов, в которых
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detH(W2) = 0 (с приемлемой точностью), подставляем в уравнения (2) и на-
ходим значения P s и M s.

В пространстве управления точки (P s,M s) есть точки сепаратрисы функ-
ции W2. Эта сепаратриса состоит из кривой CD и одной точки — начала ко-
ординат (см. рис. 3). Катастрофа (потеря устойчивости) происходит после
пересечения путём нагружения кривой CD. Координаты точек этой кривой
определяют совокупность предельных нагрузок. В табл. 2 приведены неко-
торые значения таких нагрузок.

Рис. 3. Сепаратриса при мягком нагружении

Таблица 2
P s 371,8 1058 4262 5578 6636 7037 8096 8181 8582 8696
M s 5392 5357 4705 4141 3489 3172 1974 1833 881 123,3

4. Сепаратриса при смешанном нагружении. Смешанное нагружение бу-
дем осуществлять заданием перемещения u и крутящего момента M . Потен-
циальная функция тогда имеет вид

W3 =W1 −

∫ ψ

0

Mdψ.

Здесь параметры управления u и M , а параметры состояния ε, γ, ψ. Крити-
ческие точки находим из системы уравнений

∂W3

∂ε
= ∂Π

∂ε
− λ1(u− ε) = 0, ∂W3

∂γ
= ∂Π

∂γ
− λ2(ψ − γ) = 0,

∂W3

∂ψ
= λ2(ψ − γ)−M = 0.

(3)

Матрица Гессе функции W3 имеет следующий вид:

H(W3) =







λ1 +
∂2Π
∂ε2

∂2Π
∂ε∂γ

0
∂2Π
∂ε∂γ

λ2 +
∂2Π
∂γ2

−λ2

0 −λ2 λ2






.

Компоненты этой матрицы также — функции от ε и γ, поэтому для расчёта
значений detH(W3) используем ту же сетку узлов на множестве {ε, γ > 0}.
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Координаты узлов, где detH(W3) = 0, подставляем в уравнение (3) и находим
значения us иM s — координаты точек сепаратрисы функции W3. Она состоит
из кривой QF и прямой OK (см. рис. 4).

Катастрофа (потеря устойчивости процесса деформирования) происхо-
дит после пересечения путём нагружения в пространстве управления кривой
QF . Некоторые значения координат точек (предельных значений параметров
управления) приведены в табл. 3.

Рис. 4. Сепаратриса при смешанном нагружении

Таблица 3
us 0,014 0,015 0,035 0,078 0,168 0,184 0,201 0,223 0,225 0,228
M s 5024 5019 4998 4851 3681 3239 2638 1299 10138 629

Заключение. На примере задачи о растяжении с кручением в одной стерж-
невой системе специального образца из нелинейного материала, свойства ко-
торого определяет невыпуклый потенциал, описывающий состояние упроч-
нения и разупрочнения, проиллюстрирована численная процедура расчёта
предельных значений нагрузок. Эта вычислительная схема позволяет избе-
жать решения нелинейных уравнений равновесия при постепенном возраста-
нии нагрузок и оценки устойчивости каждого такого равновесия.
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The numerical procedure for computation of the loads limit values was considered in
this article. This loads apply to discrete gradient mechanical systems. Part of their
elements can work at loss of strength stadium already. Methodic was shown for ex-
ample of the problem about extension with torsion in the framed structure for special
sample from nonlinear material. Properties of this material are defined by non-convex
potential. This potential describe steady stats (strengthening) and non-steady (loss of
strength) of the material. This calculating scheme allow don’t solve nonlinear equi-
librium equations with gradually increase of loads and test of the stiffness for any
equilibrium for definition of loads values, which act the structure accident.
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