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Сформулирована задача равнонапряжённого армирования (РА) поперечно изги-
баемых пластин произвольной формы, работающих в условиях установившейся
ползучести материалов всех компонент композиции. Проведён качественный
анализ системы разрешающих уравнений. Исследованы свойства решений рас-
сматриваемой задачи РА, в частности, определены граничные условия, при ко-
торых гладкие решения такой задачи не существуют, и изучены особенности
поведения решения в окрестности жестко защемленных кромок пластины. По-
казаны возможности существования нескольких альтернативных решений за-
дачи РА при одних и тех же входных данных и управления полученными РА-
проектами.
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Введение. Одним из наиболее естественных прочностных критериев ра-
ционального проектирования тонкостенных элементов конструкций являет-
ся требование равнонапряжённости силовых элементов — арматуры (волокон,
проволок) — вдоль их траекторий, так как при этом несущая способность ар-
матуры используется наиболее полно. При длительной эксплуатации изделия
в случае стационарного термосилового нагружения подавляющую часть вре-
мени металлокомпозитная конструкция работает в условиях установившейся
ползучести [1], поэтому актуальной является проблема равнонапряжённого
армирования (РА) тонкостенных конструкций, работающих в условиях уста-
новившейся ползучести материалов всех компонент композиции.

В связи с этим настоящая работа посвящена исследованию задачи РА
поперечно нагруженных изгибаемых металлокомпозитных пластин, работа-
ющих в условиях установившейся ползучести всех фаз композиции, и в этом
смысле продолжает исследования, опубликованные в [2], где рассматривался
частный случай задачи РА об осесимметричном изгибе кольцевых металло-
композитных пластин.

1. Система исходных уравнений и граничные условия. Рассматриваются
изгибаемые пластины постоянной толщины 2h = const, нагруженные в по-
перечном направлении z. Предполагается: к рассматриваемому моменту вре-
мени деформации ползучести получили настолько значительное развитие,
что по сравнению с ними можно пренебречь начальными упругими и пла-
стическими деформациями [1]; прогибы считаются малыми; кирхгофовская
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пластина (допустимость гипотез Кирхгофа при расчёте установившейся пол-
зучести изгибаемых пластин обоснована в [1]) испытывает поперечный изгиб
и состоит из изотропной металлической матрицы и внедрённых в неё N се-
мейств тонковолокнистой однородной арматуры (металлических проволок,
возможно, изготовленных из разных материалов) постоянного поперечного
сечения; пластина по толщине имеет регулярную и квазиоднородную струк-
туру; температура однородна.

Для формулировки задачи РА поперечно изгибаемых пластин, работаю-
щих в условиях установившейся ползучести, необходимо использовать обще-
известные уравнения равновесия (см. (1) в [3]) и определяющие соотношения
(см. (14), (15) в [3])

M11 = −C1111v,11 − C1122v,22 − 2C1112v,12;
M22 = −C1122v,11 − C2222v,22 − 2C2212v,12;
M12 = −C1112v,11 − C2212v,22 − 2C1212v,12,

(1)

где

C1111 = 2D0

(

1−
∑

k

ωk

)

κµ0−1 +
∑

k

Dkκ
µk−1

k ωk cos
4 ψk,

C2222 = 2D0

(

1−∑

k

ωk

)

κµ0−1 +
∑

k

Dkκ
µk−1

k ωk sin
4 ψk,

C1122 = D0

(

1−∑

k

ωk

)

κµ0−1 +
∑

k

Dkκ
µk−1

k ωk cos
2 ψk sin

2 ψk,

C1112 =
∑

k

Dkκ
µk−1

k ωk cos
3 ψk sinψk,

C2212 =
∑

k

Dkκ
µk−1

k ωk cosψk sin
3 ψk,

C1212 = 0,5D0

(

1−∑

k

ωk

)

κµ0−1 +
∑

k

Dkκ
µk−1

k ωk cos
2 ψk sin

2 ψk;

(2)

κ = 2
√

v2
,11

+ v,11v,22 + v2
,22

+ v2
,12
,

κk = −v,11 cos2 ψk − v,22 sin
2 ψk − v,12 sin 2ψk, 1 6 k 6 N ;

(3)

D0 = 4B̄0h
µ0+2/(µ0 + 2) = const, Dk = 2B̄kh

µk+2/(µk + 2) = const,

B̄0 = (
√
3m0+1B0)

−µ0 = const, B̄k = B−µk

k = const,
µ0 = 1/m0, µk = 1/mk, 1 6 k 6 N ;

(4)

B0, m0, Bk, mk — известные характеристики (константы) материалов связу-
ющего и арматуры k-того семейства, определяющие степенной закон устано-
вившейся ползучести ξk = Bkσ

mk

k (ξk — скорость деформации, σk — напряже-
ние, 0 6 k 6 N) материалов компонент композиции; ωk, ψk — плотность и
угол (отсчитываемый от направления x1 прямоугольной декартовой системы
координат x1x2z) армирования проволокой k-того семейства; Mij — изгибаю-
щие и крутящие моменты в пластине; v — скорость прогиба установившейся
ползучести; нижний индекс после запятой означает частное дифференциро-
вание по соответствующей переменной xi (i = 1, 2); суммирование произво-
дится по указанному индексу от 1 до N , если не проставлены пределы.

На верхней (z = h) лицевой поверхности пластины выполняется условие
РА для всех семейств волокон (проволок):

σk(x1, x2, z) = σ0k = const 6= 0, z = h, (x1, x2) ∈ G, 1 6 k 6 N, (5)

63



Я н к о в с к и й А. П.

где σk — напряжение в арматуре k-того семейства (см. (5) в [3]); σ0k — заданное
значение. В силу реализации условий поперечного изгиба пластины на ниж-
ней лицевой поверхности (z = −h) также будут выполняться условия РА, но
только σk(x1, x2,−h) = −σ0k = const (см. (3), (5) в [3]).

Так как непрерывные волокна имеют постоянные площади поперечных
сечений, параметры армирования ωk, ψk связаны уравнением (8) из [3].

Пусть область G, занимаемая пластиной в плане, ограничена контуром
Γ, тогда на одной части этого контура (обозначим её Γp) могут быть зада-
ны общеизвестные статические граничные условия по изгибающему моменту
и приведённой поперечной силе Кирхгофа (см. (9), (10) в [3]), а на другой
части (обозначим её Γu) — кинематические условия (см. (11) в [3]):

v(Γu) = v0, v,1 cos β + v,2 sin β = θn, (x1, x2) ∈ Γu, (6)

где v0, θn — скорость прогиба на Γu и производная от скорости прогиба по
направлению внешней нормали к контуру, задаваемой углом β, который от-
кладывается от направления x1.

На той части контура Γ (обозначим её Γk), на которой волокна k-того
семейства входят в область G, необходимо задать краевые условия для плот-
ностей армирования [4]:

ωk(Γk) = ω0k, 1 6 k 6 N, (7)

где ω0k — заданные на Γk функции.
Разыскиваемая РА-структура должна удовлетворять физическим ограни-

чениям
0 6 ωk (1 6 k 6 N),

∑

k

ωk 6 ω∗ 6 1, (8)

где ω∗ = const — предельно допустимая суммарная плотность армирования
(на практике ω∗ ≈ 0,7).

2. Система разрешающих уравнений и её свойства. Из условия РА (5)
и степенного закона установившейся ползучести ξk = Bkσ

mk

k на верхней ли-
цевой поверхности (z = h) получаем постоянство скорости деформаций пол-
зучести в арматуре k-того семейства (ξk(x1, x2, h) = ξ0k = const), поэтому
с учётом второго равенства (3) и соотношений (3) из [3] имеем

ξk(x1, x2, h) = hκk(x1, x2) = ξ0k = Bk(σ
0
k)

mk = const 6= 0,

отсюда
κk(x1, x2) = κ0k = ξ0k/h = h−1Bk(σ

0
k)

mk = const 6= 0, (9)

где h = const, 1 6 k 6 N , т.е. скорость параметра искривления пластины κk
в направлении армирования проволокой k-того семейства в задаче РА, как
и в [2], постоянна.

Выражения для моментов (1) с учётом (2), (9) и второго равенства (3)
примут вид

M11(x1, x2) = −D0

(

1−∑

k

ωk

)

κµ0−1(2v,11 + v,22) +
∑

k

Skωk cos
2 ψk,

M22(x1, x2) = −D0

(

1−∑

k

ωk

)

κµ0−1(2v,22 + v,11) +
∑

k

Skωk sin
2 ψk,

M12(x1, x2) = −D0

(

1−∑

k

ωk

)

κµ0−1v,12 +
∑

k

Skωk cosψk sinψk,

(10)
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где
Sk = Dk(κ

0
k)

µk = const 6= 0, 1 6 k 6 N. (11)

Из второго соотношения (3) с учётом (9) получаем условие РА:

v,11 cos
2 ψk + v,22 sin

2 ψk + v,12 sin 2ψk = −κ0k = const 6= 0. (12)

Для получения системы разрешающих уравнений подставим выражения
для моментов (10) в уравнения равновесия (см. (1) в [3]) и исключим из
рассмотрения поперечные силы F1, F2, тогда после элементарных преобра-
зований с учётом условия постоянства поперечных сечений волокон (см. (8)
в [3]) получим одно уравнение равновесия:

∑

k

Sk
[

∂n(ψk, Ak)−A2
k/ωk

]

−

−D0

2
∑

i=1

[(

1−
∑

k

ωk

)

κµ0−1(2v,ii + v,jj)

]

,ii

−

− 2D0

[(

1−
∑

k

ωk

)

κµ0−1v,12

]

,12

= −p(x1, x2), j = 3− i, (13)

где

Ak = ωk∂s(ψk, ψk), 1 6 k 6 N ; (14)

∂s(ψk, · ) = ( · ),1 cosψk + ( · ),2 sinψk,
∂n(ψk, · ) = ∂s(ψk + π/2, · ) = −( · ),1 sinψk + ( · ),2 cosψk;

(15)

Ak — введенные для удобства функции, имеющие смысл кривизны траекто-
рий РА k-того семейства, умноженной на плотность армирования этого семей-
ства; ∂s(ψk, · ), ∂n(ψk, · )— операторы дифференцирования по направлениям
ψk и ψk+π/2 соответственно (т. е. вдоль траекторий армирования волокнами
k-того семейства и поперек направления армирования); p— распределённая
поперечная нагрузка.

К уравнениям (13), (14) следует добавить условия РА (12), которые с учё-
том (14), (15) примут вид

∂s
(

ψk, ∂s(ψk, v)
)

−Ak∂n(ψk, v)/ωk = −κ0k = const 6= 0, 1 6 k 6 N, (16)

где значение κ0k определяется формулой (9).
Для окончательного замыкания системы уравнений (13), (14), (16) следует

использовать условия постоянства поперечных сечений волокон (см. (8) в [3]),
которые с учётом (15) можно записать так:

∂s(ψk, ωk) + ωk∂s(ψk, ψk) = 0, 1 6 k 6 N. (17)

Для записи статических граничных условий (см. (9), (10) в [3]) в разрешаю-
щем виде необходимо выражения для моментов (10) подставить в эти условия
и исключить из рассмотрения перерезывающие силы F1, F2, тогда после эле-
ментарных преобразований с учётом (14), (15), (17) получим
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∑

k

Skωk cos
2(ψk − β)−D0

(

1−
∑

k

ωk

)

κµ0−1
[

(2v,11 + v,22) cos
2 β+

+ (2v,22 + v,11) sin
2 β + v,12 sin 2β

]

=Mn, (x1, x2) ∈ Γp; (18)

−
∑

k

SkAk sin(ψk − β) + 0,5
∑

k

Sk∂τ
(

ωk sin 2(ψk − β)
)

−

−D0

2
∑

i=1

ni

{[(

1−
∑

k

ωk

)

κµ0−1(2v,ii+v,jj)

]

,i

+

[(

1−
∑

k

ωk

)

κµ0−1v,12

]

,j

}

−

−D0

2
∑

i=1

(−1)i+1ni

{(

1−
∑

k

ωk

)

κµ0−1
[

0,5(v,22 − v,11) sin 2β+

+ v,12 cos 2β
]

}

,j

= Fnz, j = 3− i, (x1, x2) ∈ Γp, (19)

где
n1 = cosβ, n2 = sinβ, ∂τ ( · ) = ∂n(β, · ); (20)

Mn, Fnz — изгибающий момент и приведённая поперечная сила Кирхгофа,
заданные на Γp; ∂τ ( · )— оператор дифференцирования вдоль контура плас-
тины Γ.

Кинематические граничные условия (6) и краевые условия для плотно-
стей армирования (7) остаются без изменения. (На контуре Γ могут быть
заданы и смешанные из (18), (19), (6) граничные условия, например, условия
свободного опирания.)

Таким образом, система разрешающих уравнений рассматриваемой зада-
чи РА состоит из 3N + 1 уравнений (13), (14), (16), (17) и замкнута отно-
сительно неизвестных функций v, Ak, ψk, ωk, 1 6 k 6 N . Для однозначно-
го интегрирования системы разрешающих уравнений на кромках пластины
должны быть заданы граничные и краевые условия (6), (7), (18), (19).

Полученная система разрешающих уравнений (13), (14), (16), (17) и соот-
ветствующие ей статические граничные условия (18), (19) показывают, что
задачи определения скорости прогиба установившейся ползучести v и пара-
метров РА Ak, ψk, ωk связаны и решать их необходимо совместно, причём
в целом система уравнений и статические граничные условия существенно
нелинейны. Нелинейность имеет двоякое происхождение: во-первых, струк-
турная нелинейность (так как параметры РА Ak, ψk, ωk — неизвестные функ-
ции), во-вторых, физическая нелинейность, так как скорости деформаций
ползучести ξ связаны нелинейно (а именно степенным законом) с напряжени-
ями σ в каждой фазе композиции. Все это значительно усложняет качествен-
ный анализ краевой задачи РА изгибаемых пластин, работающих в условиях
установившейся ползучести, и разработку методов её (задачи) решения.

Определим тип системы разрешающих уравнений, используя детерми-
нантный метод [5]. Так как только уравнение (13) содержит старшие про-
изводные от неизвестных функций Ak, ωk, v, для определения типа системы
уравнений необходимо каждое уравнение (16), (17) формально продифферен-
цировать по произвольному направлению (например, по x1), после чего следу-
ет исключить из рассмотрения характеристики, искусственно порождённые
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этим дифференцированием. Характеристическое уравнение преобразованной
таким образом системы разрешающих уравнений имеет вид

P (x′2)

N
∏

k=1

(sinψk − x′2 cosψk)
2 = 0, (21)

где производная x′2 = dx2/dx1 задаёт направление характеристики; P (x′2)—
полином 4-того порядка относительно x′2, коэффициенты которого зависят от
значений неизвестных функций v,ij :

P (x′2) = κ2(1 + x′2
2)2 + (µ0 − 1)

(

(2v,11 + v,22)
2x′2

4+

+ 2[(2v,11 + v,22)(2v,22 + v,11) + 2v2
,12]x

′

2
2 − 4v,12(2v,11 + v,22)x

′

2
3−

− 4v,12(2v,22 + v,11)x
′

2 + (2v,22 + v,11)
2
)

. (22)

Сомножители, стоящие в (21) под знаком произведения, указывают на
то, что система разрешающих уравнений имеет N действительных двукрат-
ных характеристик, совпадающих с траекториями РА. Так как для реальных
металлов µ0−1 < 0 (см. (4)), полином P (x′2) в зависимости от значений произ-
водных v,ij (т. е. в зависимости от коэффициентов) может иметь разное коли-
чество действительных корней в разных точках области G. Следовательно,
система разрешающих уравнений задачи РА изгибаемых пластин является
квазилинейной системой смешанно-составного типа [6].

3. Некоторые свойства решения задачи РА изгибаемых металлокомпозит-
ных пластин. В настоящее время теория систем уравнений смешанно-состав-
ного типа разработана весьма неполно [6], чтобы можно было аналитически
исследовать в общем виде свойства решения системы разрешающих уравне-
ний задачи РА (13), (14), (16), (17). Однако некоторые весьма важные осо-
бенности решения этой системы всё же удалось установить.

Повторяя дословно рассуждения, приведённые в [7] и касающиеся условия
постоянства поперечных сечений волокон (17), можно получить следующие
результаты:

1) если в краевых условиях (7) задаваемая функция ω0k > 0, то всюду в
пластине ωk > 0 (т. е. в этом случае при решении задачи РА необходимо
контролировать выполнение лишь последнего физического ограниче-
ния (8));

2) семейство траекторий армирования волокнами постоянного попереч-
ного сечения не может иметь огибающей и не может асимптотически
приближаться к некоторой кривой, в частности, такие волокна (прово-
локи) не могут по касательным направлениям приближаться к кром-
кам пластины и не могут пересекаться.

Покажем, что для некоторых типов закрепления пластины невозможно
существование гладкого решения исследуемой задачи РА. Для этого рассмот-
рим условие РА в исходной форме (12) и два неравенства:

v,11 cos
2 δ + v,22 sin

2 δ + v,12 sin 2δ > 0; (23)

v,11 cos
2 δ + v,22 sin

2 δ + v,12 sin 2δ 6 0, δ ∈ [0,2π). (24)
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Если в некоторой точке (x1, x2) ∈ G выполняется условие (23) при про-
извольном угле δ, то в её окрестности поверхность V , определяемая функ-
цией v(x1, x2), лежит выше касательной плоскости, проведённой через точку
(x1, x2, v) [8]. Аналогично, если в некоторой точке выполняется условие (24)
при произвольном угле δ, то в её окрестности поверхность V располагается
ниже касательной плоскости.

Предположим, что разыскиваются гладкие решения задачи РА, тогда
условие (12) при фиксированном κ0k 6= 0 должно выполняться всюду в пла-
стине. Следовательно, в этом случае не могут выполняться одновременно
условия (23), (24) в разных подобластях пластины, что вытекает из (12) при
задании δ = ψk. Поэтому, если разыскиваются гладкие решения задачи РА,
функция v(x1, x2) образует такую поверхность V , которая не может в окрест-
ности одних точек (x1, x2, v) лежать выше касательной плоскости, а в окрест-
ностях других точек — ниже. В частности, v(x1, x2) не может достигать од-
новременно локальных максимумов и минимумов. Действительно, в точках
локальных максимумов должны выполняться условия (24), а в точках ло-
кальных минимумов — условия (23).

Проведённые рассуждения позволяют заключить, что гладкие решения
задачи РА поперечно изгибаемых пластин не могут существовать при следу-
ющих типах закрепления:

1) по всей кромке Γ пластина жёстко защемлена;
2) пластина оперта по всей кромке Γ и хотя бы в одной точке защемлена;
3) на одной части кромки (Γ0) пластина оперта, на другой (Γz) жёстко

защемлена, а на третьей (Γf ) задана податливая опора с защемлением
(при этом часть кромки Γ0 может вообще отсутствовать).

При двух первых типах закрепления пластины на всей кромке Γ выпол-
няется первое кинематическое условие (6) при v0 = 0, а значит, при v 6= 0
внутри области G, занимаемой пластиной в плане, обязательно найдётся точ-
ка A, в которой будут реализовываться условия локального максимума или
минимума. Пусть для простоты в точке A реализуется условие локального
максимума и других локальных экстремумов внутри G нет, тогда на части
кромки Γz, которая жёстко защемлена, найдётся точка B, в которой будет
реализовываться условие локального минимума. Но одновременное наличие
точек локального максимума и минимума невозможно при гладких решени-
ях задачи РА, что приводит к противоречию. Для третьего типа закрепления
точка A может лежать не внутри области G, а на кромке Γf , точка же B —
по-прежнему на кромке Γz, что вновь приводит к противоречию.

Очевидно, что при указанных типах закрепления пластины в окрестно-
стях точек локальных минимумов функции v(x1, x2) необходимо выполнение
неравенств κ0k < 0, а в окрестностях точек её локальных максимумов κ0k > 0
(κ0k = const 6= 0), что следует из сравнения (12) с (23), (24) соответственно.
Значит, в этих случаях нужно использовать сопряжённые (разрывные) реше-
ния задачи РА. При этом найдутся такие линии контакта Γv

u подобластей Gu,
Gv (⊂ G), на которых напряжения в равнонапряжённых волокнах на верхней
(нижней) лицевой поверхности пластины будут иметь разные знаки по раз-
ные стороны от Γv

u. Но тогда из условия стыковки по изгибающему моменту
на линии Γv

u (это условие представляет собой равенство, в правой и левой
частях которого стоят выражения, аналогичные тому, что приведено в левой
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части граничного условия (18)) следует, что в силу малости параметра D0/D1

(см. (4), (11) и левую часть равенства (18)) на этой линии Γv
u скорости де-

формаций установившейся ползучести могут достигать по модулю больших
значений, т. е. в окрестности указанных линий стыковки Γv

u в связующем мо-
жет возникнуть локальный эффект типа краевого.

Возможность появления краевого эффекта в связующем в задачах РА из-
гибаемых металлокомпозитных пластин была показана ранее на конкретном
примере в [2]. Малое значение параметра D0/D1, например, для Cu-У8А-ком-
позиции непосредственно следует из (4) и конкретных значений величин B0,
m0, B1, m1 для этой композиции (см. (35) в [2]). Следовательно, рассматрива-
емая задача РА является задачей с сингулярным возмущением, и решение её
может обладать локальными и краевыми эффектами в связующем (арматура
всюду равнонапряжена, поэтому в ней такие эффекты не возникают).

Проанализируем теперь зависимость частных производных функции v от
угла, под которым равнонапряжённые волокна пересекают жёстко защем-
лённую кромку Γz. Пусть кривая Γz имеет требуемую степень гладкости, то-
гда в некоторой её окрестности можно ввести криволинейную ортогональную
систему координат такую, что линия Γz будет принадлежать одному из се-
мейств координатных линий. В этом случае на Γz дифференцирование вдоль
линии семейства, которому принадлежит Γz, будет осуществляться операто-
ром ∂τ ( · ) (см. (20)), а вдоль линий ортогонального семейства — оператором
∂s(β, · ) (см. (15)), где β — угол, задающий направление внешней нормали к
Γz. Тогда частные производные от произвольной функции f по переменным
x1, x2 на Γz имеют выражение

f,1 = cos β∂s(β, f)− sin β∂τ (f), f,2 = sin β∂s(β, f)− cos β∂τ (f). (25)

Так как на Γz задано жёсткое защемление, то имеют место кинематиче-
ские граничные условия (см. (6), (15))

v(Γz) = 0, ∂s(β, v(Γz)) = 0, (26)

откуда
∂mτ (v(Γz)) = 0, ∂lτ (∂s(β, v(Γz))) = 0, (27)

где m, l определяют порядок повторного дифференцирования.
Рассмотрим условие РА (12) на линии Γz, заменив все частные производ-

ные по формулам (25), тогда после элементарных преобразований с учётом
равенств (26), (27) получим

∂2s (β, v(Γz)) = −κ0k/ cos2(ψk − β), κ0k = const 6= 0, (28)

Отсюда следует, что при cos(ψk − β) → 0 |∂2s (β, v(Γz))| неограниченно воз-
растает (со вторым порядком роста [8]), а значит, чем меньше угол между
направлением траектории РА и касательной к кромке Γz, тем больше по мо-
дулю вторые производные от скорости прогиба установившейся ползучести
и, как следствие, напряжения в связующем, которые возрастают по модулю
неограниченно при стремлении этого угла к нулю (см. (3), (5) в [3]).

Если продифференцировать условие РА (12), применив оператор ∂s(β, · ),
то после преобразований с учётом (28) получим, что при ψk − β → ±π/2 на
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кромке Γz третьи и четвёртые производные от скорости прогиба v также
неограниченно возрастают по модулю, имея при этом четвёртый и шестой
порядок роста соответственно.

Эти особенности решения рассматриваемой задачи РА необходимо учиты-
вать при её численном интегрировании, так как конечно-разностные аналоги
соответствующих уравнений в силу указанных выше причин могут в окрест-
ности кромки Γz вносить большие ошибки аппроксимации, что может суще-
ственно отразиться на всём численном решении.

Исследуем поведение траекторий РА в окрестности некоторых точек пла-
стины, закрепленной одним из указанных выше способов. Для этого рассмот-
рим условия РА волокон k-того семейства (16) в криволинейной системе коор-
динат: одно семейство координатных линий пусть совпадает с траекториями
армирования k-того семейства (оператор дифференцирования вдоль них —
∂sk( · ) ≡ ∂s(ψk, · )), а другое семейство — с линиями, ортогональными к тра-
екториям РА (оператор дифференцирования вдоль них — ∂nk( · ) ≡ ∂n(ψk, · ),
см. (15)). Для удобства дальнейшего изложения условие РА (16) перепишем
в виде

∂2sk(v)− ρ−1

k ∂nk(v) = −κ0k = const 6= 0, 1 6 k 6 N, (29)

К вопросу об особенностях
поведения траекторий равно-
напряжённого армирования
в окрестности точки сопряже-
ния разных типов опирания

изгибаемой пластины

где ρ−1

k = ∂sk(ψk) ≡ ∂s(ψk, ψk)— кривизна траек-
тории РА.

Пусть на кромке Γ, ограничивающей пласти-
ну, существует точка E, которая «разбивает» Γ
на две части Γ0 и Γz, причём на Γ0 пластина
оперта (т. е. задано первое граничное условие (6)
при v0 = 0), а на Γz пластина жёстко защемле-
на (т. е. заданы оба граничных условия (6) при
v0 = 0, θn = 0). Предположим, что волокна вхо-
дят в пластину на части кромки Γ0, а выходят
на Γz (см. рисунок). Выберем конкретную траек-
торию армирования Tk, которая входит в пласти-
ну в точке A ∈ Γ0, а выходит в точке B ∈ Γz.
Тогда из условия непересечения волокон одного
и того же семейства получим, что все волокна,
входящие в пластину на криволинейном отрезке
AE ⊂ Γ0, будут обязательно выходить из неё на
отрезке BE ⊂ Γz.

Исследуем поведение скорости прогиба установившейся ползучести v вдоль
траектории армирования. Так как v(Γ0) = 0, v(Γz) = 0, по теореме Ролля [8]
для гладкой вдоль траектории Tk функции v в некоторой точке C ∈ Tk обя-
зательно выполняется условие

∂sk(v) = 0. (30)

Но в точке B ∈ Γz в силу жёсткого защемления части кромки Γz выполняется
такое же условие (30). Поэтому, применяя ещё раз теорему Ролля, на отрезке
CB ⊂ Tk найдём такую точку D, в которой

∂2sk(v) = 0. (31)

70



О некоторых свойствах решения задачи . . .

Очевидно, что для всех волокон, входящих в пластину на отрезке AE
и выходящих на BE, можно построить такие точки C, D, которые образуют
линии LC , LD, стремящиеся к точке E, причём вдоль кривой LC выполня-
ется равенство (30), а вдоль линии LD — равенство (31). С другой стороны,
в окрестности точки E в силу жёсткого защемления части кромки Γz будут
иметь место приближённые равенства

v,1 ≈ v,2 ≈ 0 ⇒ ∂sk(v) ≈ ∂nk(v) ≈ 0,

поэтому при стремлении к точке E вдоль кривой LD получим в условиях РА
(29) следующие значения для производных

∂2sk(v) = 0, ∂nk(v) → 0. (32)

Выполнение же условий (29) с учётом (32) и κ0k 6= 0 возможно лишь при

|ρ−1

k | → ∞ в точке E. Следовательно, при рассматриваемом типе закрепле-
ния пластины и указанном способе укладки арматуры в окрестности точки E
кривизна траекторий армирования должна быть неограниченной по модулю.
Если продифференцировать условие РА в форме (12), применив оператор
∂sk( · ), то при условии |ρ−1

k | → ∞ получим неограниченное по модулю воз-
растание третьих производных от скорости прогиба v, что может вызвать
большие по модулю значения вторых производных от v, а значит, и большие
значения напряжений в связующем в окрестности точки E (см. (3), (5) в [3]).

В заключение настоящего исследования остановимся на вопросе о неедин-
ственности решения задачи РА изгибаемых пластин. Действительно, стати-
ческие (18), (19) и кинематические (6) граничные условия являются есте-
ственными условиями в задачах поперечного изгиба пластин и определяются
конкретными условиями эксплуатации конструкции. Краевые же условия для
плотностей армирования (7) являются «технологическими» условиями, фак-
тически определяющими, какое количество волокон k-того семейства вводит-
ся в пластину на данном участке кромки. Выбор количества вводимых в пла-
стину волокон является в определённой степени произвольным, зависящим от
воли проектировщика и удовлетворяющим лишь физическим ограничениям
(8) и условиям существования соответствующего проекта РА. Следователь-
но, задача РА обладает функциональными произволами ω0k(Γk), связанны-
ми с краевыми условиями (7), и чем больше количество семейств арматуры,
внедряемой в пластину, тем больше количество этих произволов. Варьируя
функции ω0k(Γk) в краевых условиях (7), можно получать целые «пучки»
решений задачи РА, из которых можно выбирать проекты с определёнными
свойствами, например, с наименьшим расходом армирующих волокон, или
с наименьшей податливостью в условиях установившейся ползучести, или
наиболее удобные с точки зрения технологической реализации. Это означает,
что РА-проектами можно целенаправленно управлять. (В [2] целесообраз-
ность такого управления продемонстрирована на конкретном примере осе-
симметрично нагруженной кольцевой пластины.)

Кроме того, в силу существенной нелинейности статических граничных
условий (18), (19) и условий РА (12) относительно функций ψk, ωk, Ak зада-
ча РА может иметь несколько альтернативных решений даже при фиксиро-
ванных функциях ω0k(Γk) в краевых условиях (7). Так, например, условия
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РА (12) определяют два направления армирования ψk, симметричных отно-
сительно главных направлений скоростей деформаций ползучести (в этом
легко убедиться, положив в (12) v,12 = 0, что соответствует главным направ-
лениям); в [2] на конкретном примере была показана возможность существо-
вания двух альтернативных решений задачи РА при одних и тех же краевых
условиях (7).

Все это дополнительно расширяет «спектр» решений задачи РА, из кото-
рого можно выбрать проекты, наиболее значимые для практического исполь-
зования.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 10–01–90402–Укр) и Президиума
СО РАН (постановление № 10 от 15.01.09, проект № 10).
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Solution of a stress condition of stochastic heterogeneous plate problem was obtained
on the basis of statistic linearization of determinative creep equation and by using a
method of spectral representation of random functions. Stochasticity is introduced into
determinative creep equation by random function of two variables. It was proved, that
stochastic nonhomogeneities of material can lead to significant fluctuations of stress
fields.
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