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В работе содержится краткий обзор некоторых вопросов неравновесной дина-

мики и управления открытыми квантовыми системами, таких как динами-

ка открытых квантовых систем в режимах слабой связи и малой плотности,
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Введение. В настоящее время неравновесная динамика открытых кванто-
вых систем является предметом активного изучения [1,2]. Точная динамика,
как правило, является сложной для практических вычислений. Однако суще-
ствуют физически важные режимы, в которых точная динамика аппроксими-
руется решениями значительно более простых уравнений. Такими режимами
являются режимы слабой связи и малой плотности.

Режим слабой связи описывает квантовую систему (атом, молекулу либо
наночастицу), слабо взаимодействующую с окружением (резервуаром). Фор-
мально предел слабой связи определяется как предел, при котором константа
взаимодействия стремится к нулю, λ → 0, время стремится к бесконечности,
t → +∞, притом согласованным образом, так, что λ2t = const 6= 0. Реду-
цированная (т. е. усреднённая по состоянию резервуара) динамика системы
в пределе слабой связи описывается марковским мастер-уравнением [1], а ди-
намика полной системы — квантовыми стохастическими дифференциальны-
ми уравнениями (КСДУ) [2]. Предел слабой связи, применённый к динамике
полной системы, называется стохастическим пределом. В п. 2 настоящей ра-
боты обсуждаются обобщённые квантовые стохастические дифференциаль-
ные уравнения с операторами квантового мультипольного шума, описываю-
щие поправки по λ к КСДУ в стохастическом пределе слабой связи [3, 4].

Режим малой плотности в теории открытых квантовых систем описы-
вает квантовую частицу, взаимодействующую посредством столкновений с
разреженным газом малой плотности n. Формально предел малой плотности
определяется как предел при n → 0, t → ∞ так, что nt = const 6= 0. Марков-
ские мастер-уравнения для редуцированной динамики были выведены с ис-
пользованием иерархии уравнений Боголюбова—Борна—Грина—Кирквуда—
Ивона (ББГКИ) [5], ранее применённой в методе Боголюбова к выводу кине-
тических уравнений для классических и квантовых газов в режимах слабой
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связи и малой плотности [6]. В п. 3 настоящей работы обсуждается полная
динамика системы и окружения в пределе малой плотности, которая описы-
вается КСДУ с квантовым процессом Пуассона [7, 8].

Тесно связанными с динамикой являются вопросы управления кванто-
выми системами [9–13]. Задачи управления открытыми квантовыми систе-
мами возникают в различных приложениях в физике и химии, таких как
создание с использованием лазеров заданных атомных либо молекулярных
состояний [10], лазерное охлаждение [12], управление химическими реакция-
ми [14,15], управление электроном в квантовой точке с окружением из ядер-
ных спинов [16], лазерное управление ориентацией молекул [17], квантовые
вычисления с использованием смешанных состояний и неунитарной динами-
ки [18]. В п. 4 настоящей работы обсуждается использование мастер-уравне-
ний, возникающих в пределах слабой связи и малой плотности, при изучении
некогерентного управления открытыми квантовыми системами [19] и созда-
нии универсальных отображений Крауса [20].

1. Открытые квантовые системы. Гильбертово пространство и гамильто-
ниан открытой квантовой системы, взаимодействующей с окружением, име-
ют вид H = HS⊗HE и H = HS⊗ I+ I⊗HE+Hint = H0+Hint, где HS и HE —
гильбертовы пространства системы и окружения, HS и HE — свободные га-
мильтонианы системы и окружения, и Hint — гамильтониан взаимодействия
системы с окружением. В данной работе начальное состояние системы и окру-
жения предполагается имеющим вид σ = ρ0 ⊗ ωE, где ρ0 и ωE — начальные
состояние системы и окружения. Полный гамильтониан H индуцирует уни-
тарную эволюцию полной системы, которая в представлении взаимодействия
определяется унитарным оператором эволюции U(t) = eitH0e−itH . Редуциро-
ванная динамика системы определяется как ρ(t) = TrE[U(t)σU †(t)].

Если система не взаимодействует с окружением, то её эволюция является
унитарной, ρ(t) = Vtρ0V

†
t , где унитарный оператор Vt удовлетворяет уравне-

нию Шрёдингера V̇t = −iHSVt. Описание эволюции замкнутой системы по-
средством уравнения Шрёдингера называется динамическим, в то время как
описание её динамики как унитарного отображения — кинематическим. Эво-
люция открытых квантовых систем ρ(t) = Φt(ρ0) в кинематическом описании
при отсутствии начальных корреляций с окружением определяется вполне
положительными сохраняющими след отображениями Φt (отображениями
Крауса) [21]. Динамическое описание открытых систем использует различ-
ные динамические мастер-уравнения для матрицы плотности [1]. Как пра-
вило, и редуцированная, и полная динамика открытой квантовой системы
являются сложными для практических вычислений и не могут быть точно
вычислены для реалистичных физических систем. Тем не менее существуют
физически важные режимы, в которых как редуцированная, так и полная
динамика приближённо описываются относительно простыми уравнениями.
Два таких режима — режимы слабой связи и малой плотности обсуждаются
в следующих пунктах.

2. Режим слабой связи. Режим слабой связи описывает открытые кван-
товые системы, слабо взаимодействующие с окружением. Типичным приме-
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ром таких систем является атом, взаимодействующий с электромагнитным
полем посредством гамильтониана взаимодействия вида Hint = λ[Q⊗a+(f)+
+Q†⊗a−(f)], где λ— малая константа связи и a±(f)— операторы рождения и
уничтожения (f : R3 → C— форм-фактор, и a+(f) =

∫
f(k)a+

k
dk, где k ∈ R

3

есть импульс фотона). Начальное состояние окружения предполагается гаус-
совым с двухточечной корреляционной функцией ωE(a

+
k
a−
k
) = nkδ(k − k

′),
где nk есть плотность фотонов с импульсом k.

Предел малой связи определяется как предел при λ → 0 и t → +∞ такой,
что λ2t = τ = const. Редуцированная и полная динамика в пределе опреде-
ляются как ρ0(τ) = limλ→0 ρ(τ/λ

2) и U0(τ) = limλ→0 U(τ/λ2), где последний
предел понимается в смысле специальных корреляционных функций [2] (за-
метим, что оператор эволюции U(τ/λ2) зависит от λ не только через пере-
растяжку времени, но и через наличие λ в гамильтониане). Редуцированная
динамика удовлетворяет мастер-уравнению вида [1]

dρ0(τ)

dτ
= −i[HWCL, ρ0(τ)] + LWCL(ρ0(τ)), (1)

где действие супероператора LWCL имеет общий вид LWCL(ρ) =
∑

i(2LiρL
†
i −

−L†
iLiρ− ρL†

iLi). Конкретная форма LWCL определяется гамильтонианом H
и состоянием окружения ωE. Полная динамика системы и окружения удовле-
творяет КСДУ с квантовым белым шумом [2], которое в простейшем случае
имеет вид

dU0(τ)

dτ
=

√
γ0Qb+0 (τ)U0(τ)−

√
γ0Q

†U0(τ)b0(τ)− γ0Q
+QU0(τ).

Здесь операторы рождения и уничтожения b±0 (τ)— операторы квантового бе-
лого шума с коммутационными соотношениями

[b−0 (τ), b
+
0 (τ

′)] = δ(τ − τ ′). (2)

Так как в физических приложениях константа связи λ может быть мала,
но отлична от нуля, то U0(τ) только приблизительно описывает точную ди-
намику U(t). Более точная аппроксимация требует анализа старших членов
(поправок λ к пределу слабой связи) следующего разложения:

U(τ/λ2) ≈ U0(τ) +

∞∑
n=1

λnUn(τ).

Уравнения для старших членов данного разложения получены в [3]. В эти
уравнения входят операторы квантового мультипольного шума, определён-
ные как операторнозначные обобщённые функции b±k (τ) (k = 1, 2, . . . ) с ком-
мутационными соотношениями

[bk(τ), b
+
l (τ

′)] = ikδk,l
∂kδ(τ − τ ′)

∂τk
. (3)
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Особенностью данных соотношений является наличие производных дельта-
функции. В результате операторы 2k-польного квантового шума для нечёт-
ных k являются операторами в псевдогильбертовых пространствах, а именно
в пространствах Фока с индефинитной метрикой [4]. Обобщённые КСДУ, опи-
сывающие поправки к стохастическому пределу, включают квантовый муль-
типольный шум. В частности, уравнение для первой поправки в простейшем
случае имеет вид [3]

dU1(τ)

dτ
=

√
γ0Qb+0 (τ)U1(τ)−

√
γ0Q

†U1(τ)b0(τ)− γ0Q
†QU1(τ)+

+
√
γ1Qb+1 (τ)U0(τ)−

√
γ1Q

†U0(τ)b1(τ).

Решением этого уравнения является

U1(τ) = U0(τ)

∫ τ

0

dτ ′[Qτ ′b
+
1 (τ

′)−Q†
τ ′b1(τ

′)],

где Qτ = U †
0 (τ)(Q⊗ I)U0(τ).

3. Режим малой плотности. Режим малой плотности описывает системы,
взаимодействующие с разреженным газом посредством столкновений. Типич-
ный гамильтониан для этого режима имеет вид

Hint = Q⊗ a+(f)a−(g) +Q† ⊗ a+(g)a−(f).

Взаимодействие может быть сильным. Начальное состояние газа ωE предпо-
лагается гауссовым с двухточечной корреляционной функцией ωE(a

+
k
a−
k′) =

= εnkδ(k − k
′), где ε > 0 — малое число и εnk — плотность частиц газа

с импульсом k ∈ R
3. Предел малой плотности определяется как ε → +0 и

t → +∞ так, что εt = τ = const.
Мастер-уравнение для редуцированной матрицы плотности системы в пре-

деле малой плотности имеет общий вид

dρ0(τ)

dτ
= −i[HLDL, ρ0(τ)] + LLDL(ρ0(τ)) (4)

с супероператором LLDL специального вида, зависящим от матрицы рассея-
ния S для столкновений системы с одной частицей газа [5].

Теорема [8]. Полная динамика системы и окружения в пределе малой

плотности удовлетворяет КСДУ

dU0(τ) = dNτ (S − I)U0(τ),

где dNτ — квантовый процесс Пуассона интенсивности S − I.
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4. Некогерентное управление. В данном пункте рассматриваются неко-
торые вопросы управления открытыми квантовыми системами. В динами-
ческом описании эволюция управляемой открытой квантовой системы в ре-
жимах слабой связи и малой плотности определяется мастер-уравнениями
вида (1) и (4), где Hc

WCL,LDL и Lc
WCL,LDL зависят от управления c как от

параметра. Существуют два типа управления. Когерентное управление, обо-
значаемое как c = u(t), влияет на гамильтоновы аспекты динамики, т. е.
определяет Hu

WCL и Hu
LDL, и стремится сохранить квантовую когерентность

в системе. Примером когерентного управления является поле лазера. Неко-
герентное управление c = nk влияет на негамильтоновы аспекты динами-
ки, т. е. на Lnk

WCL и Lnk

LDL, и, как правило, стремится разрушить квантовую
когерентность [19]. Физическим примером некогерентного управления явля-
ется некогерентное излучение, для которого nk — плотность числа фотонов
с импульсом k. В кинематическом описании эволюция открытой квантовой
системы под действием управления c определяется семейством отображений
Крауса Φt

c, так что ρ(t) = Φt
c(ρ0). Два широких класса задач управления

квантовыми системами формулируются как задачи минимизации функцио-
налов видов J1[c] = Tr[ρ(T )O] и J2[c] = ‖ρ(T )− ρtarget‖, где T > 0— заданное
время окончания управления и ρ(T ) = ΦT

c (ρ0).
В работе [20] были построены отображения Крауса типа «все-в-одно»

(т. н. универсальные отображения Крауса), переводящие все состояния систе-
мы (с любой матрицей плотности) в одно и то же конечное состояние. Уни-
версальное отображение Крауса, переводящее все ρ0 в одно и то же ρf , обо-
значим как Φρf . Пусть c∗ — оптимальное управление, минимизирующее J1[c]
или J2[c], и пусть ρ∗ = ΦT

c∗(ρ0). Если ΦT
c∗ = Φρ∗ — универсальное отображе-

ние Крауса, то управление c∗ будет оптимальным сразу для всех ρ0. Данное
свойство определяет важность универсальных отображений Крауса. Откры-
тым оставался вопрос генерации произвольных универсальных отображений
Крауса в реальных физических системах. Для решения этой задачи приме-
нительно к квантовым системам, слабо взаимодействующим с некогерент-
ным излучением (в пределе слабой связи), автором разработана методика,
в которой используется специальная комбинация некогерентного управления
nk, определяющего Lnk

WCL, и когерентного управления u(t), определяющего
Hu

WCL. При широких предположениях на Hu
WCL и Lnk

WCL показано, что лю-
бое универсальное отображение Крауса может быть приближённо создано
определённой комбинацией некогерентного n∗

k
и когерентного u∗(t) управ-

лений. При этом построение универсального отображения Крауса Φρf , где
ρf =

∑
i pi|φi〉〈φi|, происходит в два этапа. Сначала посредством некоторого

некогерентного управления n∗
k

произвольное ρ0 переводится в матрицу плот-
ности ρ̃f =

∑
i pi|i〉〈i|, где |i〉— собственные векторы HS. Затем с помощью

определённого когерентного управления u∗(t) реализуется унитарная дина-
мика, переводящая |i〉 в |φi〉 и, соответственно, ρ̃f в ρf . При этом произвольное
начальное состояние ρ0 переводится в заданное конечное состояние ρf .

Заключение. Таким образом, в работе рассмотрены некоторые вопросы
неравновесной динамики и управления открытыми квантовыми системами.
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В режиме слабой связи полная динамика системы и окружения описывается
уравнениями с квантовым мультипольным шумом, в режиме малой плотно-
сти — квантовым стохастическим дифференциальным уравнением с кванто-
вым процессом Пуассона. Рассмотрено некогерентное управление открытыми
квантовыми системами и его применение к генерации универсальных отоб-
ражений Крауса.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 11–01–00828–a) и гранта прези-
дента РФ (НШ-7675.2010.1).
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