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Рассматривается самосопряжённый оператор обобщённой модели Фридрихса
h(p), p ∈ T

3 (T 3 — трёхмерный тор), в случае функций специального вида w1,
w2, являющихся параметрами этого оператора. Эти функции имеют невырож-
денный минимум в нескольких различных точках. Изучены пороговые явления
для рассматриваемого оператора в зависимости от точки минимума функции
w2.

Ключевые слова: обобщённая модель Фридрихса, резонанс с нулевой энергией,
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Пороговые явления для двухчастичного дискретного оператора Шрёдин-
гера изучены в работах [1–3], a для семейства модели Фридрихса с одно-
мерным возмущением, которые ассоциированы с системой двух частиц на
решётке, изучены в работе [4]. Как известно, некоторые актуальные задачи,
в частности, задачи квантовой механики, статистической механики и гидро-
динамики, сводятся к исследованию спектральных свойств обобщённой мо-
дели Фридрихса [5–7]. Поэтому изучение пороговых явлений для обобщённой
модели Фридрихса играет важную роль в современной математической фи-
зике.

В настоящей работе рассматривается обобщённая модель Фридрихса h(p)
в случае функций специального вида w1 и w2, являющихся параметрами
оператора h(p), p = (p(1), p(2), p(3)) ∈ T 3, где T 3 — трёхмерный тор, т. е. куб
(−π, π]3 с соответствующим отождествлением противоположных граней. По-
казывается, что эти функции имеют невырожденный минимум в нескольких
различных точках T 3 и (T 3)2 соответственно. Найдены необходимые и до-
статочные условия для того, чтобы либо число z = 0 являлось собственным
значением оператора h(p1), либо оператор h(p1) имел резонанс с нулевой энер-
гией (в зависимости от точки минимума функции w2) для некоторого p1 ∈ T 3.
При этом 0 = minσess(h(p1)), где σess(h(p1))— существенный спектр операто-
ра h(p1). Получено разложение определителя Фредгольма при малых значе-

ниях |p|, где |p| =
√

(p(1))2 + (p(2))2 + (p(3))2. Результаты настоящей работы
являются обобщениями соответствующих результатов работы [8]. Отметим,
что в работе [9] получены аналогичные результаты (без доказательства) для
модели Фридрихса.

Пусть L2(T 3)— гильбертово пространство квадратично интегрируемых
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(комплекснозначных) функций, определённых на T 3. Всюду T 3 рассматри-
вается как абелева группа, в которой операции сложения и умножения на
вещественное число введены как операции сложения и умножения на веще-
ственное число в R

3 по модулю (2πZ)3.
Обозначим через H прямую сумму пространств H0 = C и H1 = L2(T 3),

т. е. H = H0 ⊕H1.
Рассмотрим обобщённую модель Фридрихса h(p), действующую в гиль-

бертовом пространстве H по правилу

h(p) =

(

h00(p) h01
h10 h11(p)

)

, p ∈ T 3,

где матричные элементы определяются по формулам

(h00(p)f0)0 = w1(p)f0, (h01f1)0 =

∫

v(s)f1(s)ds,

(h10f0)1(q) = v(q)f0, (h11(p)f1)1(q) = w2(p, q)f1(q).

Здесь fi ∈ Hi; v( · )— вещественнозначная аналитическая функция на T 3,
являющаяся чётной по каждой переменной в отдельности на T 1; а функции
w1( · ) и w2( · , · ) определены по формулам

w1(p) = ε(p) + λ, w2(p, q) = ε(p) + ε(p + q) + ε(q),

ε(p) =
3

∑

i=1

(

1− cosmp(i)
)

, m ∈ N,

где λ— фиксированное положительное число. Здесь и в дальнейшем инте-
грал без указания пределов всюду означает интегрирование по всей области
изменения переменных интегрирования.

Очевидно, что оператор h(p), p ∈ T 3, ограничен и самосопряжён в H.
Оператор h01 называется оператором уничтожения, а оператор h10 — опе-

ратором рождения.
Известно, что в импульсном представлении двухчастичный дискретный

оператор Шрёдингера ĥ действует в гильбертовом пространстве L2((T 3)2).

После выделения полного квазиимпульса системы k ∈ T 3 оператор ĥ разла-
гается в прямой операторный интеграл (см. например [1–3]):

ĥ =

∫

⊕ĥ(k)dk,

где ограниченный самосопряжённый оператор ĥ(k), k ∈ T 3, действует в гиль-
бертовом пространстве L2(Γk) (Γk ⊂ T 3 — некоторое многообразие).

Отметим, что обобщённая модель Фридрихса h(p) обладает основными
спектральными свойствами двухчастичного дискретного оператора Шрёдин-
гера ĥ(k) (см. например [8]). По этой причине гильбертово пространство H
называется двухчастичным обрезанным подпространством фоковского про-
странства, а обобщённая модель Фридрихса h(p)— гамильтонианом системы
с не более чем двумя частицами на решётке.
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Далее под σ( · ), σess( · ) и σdisc( · ) будем понимать спектр, существен-
ный спектр и дискретный спектр соответственно некоторого ограниченного
самосопряжённого оператора.

Пусть оператор h0(p) действует в H как

h0(p) =

(

0 0
0 h11(p)

)

, p ∈ T 3.

Оператор возмущения h(p) − h0(p) оператора h0(p) является самосопря-
жённым оператором ранга 2. Следовательно, из известной теоремы Г. Вейля
[10] о сохранении существенного спектра при возмущениях конечного ранга
вытекает, что существенный спектр оператора h(p) совпадает с существен-
ным спектром оператора h0(p). Известно, что

σess(h0(p)) = [m2(p);M2(p)],

где

m2(p) = ε(p) + 2

3
∑

k=1

(

1− cos
mp(k)

2

)

,

M2(p) = ε(p) + 2

3
∑

k=1

(

1 + cos
mp(k)

2

)

, m ∈ N.

Из последних фактов следует, что σess(h(p)) = [m2(p);M2(p)].

Замечание. Отметим, что существенный спектр оператора h( 1
m
π), где π =

= (π, π, π) ∈ T 3, превращается в точку {12} = [m2(
1
m
π);M2(

1
m
π)], и, следова-

тельно для любого p ∈ T 3 нельзя сказать, что существенный спектр опера-
тора h(p) является абсолютно непрерывным.

При каждом фиксированном p ∈ T 3 определим регулярную в C\σess(h(p))
функцию

∆(p; z) = w1(p)− z −
∫

v2(s)ds

w2(p, s)− z

— детерминант Фредгольма, ассоциированный с оператором h(p). Установим
(см. [8]) связь между собственными значениями оператора h(p) и нулями
функции ∆(p; · ).

Лемма 1. При каждом фиксированном p ∈ T 3 оператор h(p) имеет соб-
ственное значение z ∈ C\σess(h(p)) тогда и только тогда, когда ∆(p; z) = 0.

Из леммы 1 вытекает, что

σ(h(p)) = σdisc(h(p)) ∪ [m2(p);M2(p)],

где σdisc(h(p)) = {z ∈ C \ [m2(p);M2(p)] : ∆(p; z) = 0}, p ∈ T 3.

Обозначим через n ≡ n(m) число точек (pi, qj) ∈ (T 3)2, pi = (p
(1)
i , p

(2)
i , p

(3)
i ),

qj = (q
(1)
j , q

(2)
j , q

(3)
j ), для которых

p
(k)
i , q

(k)
j ∈

{

0,± 2

m
π,± 4

m
π, . . . ,±m

′

m
π

}

, k = 1, 2, 3,
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причём pi 6= pj и qi 6= qj при i 6= j; здесь

m′ =

{

m, если m — чётное
m− 1, если m — нечётное.

Можно легко проверить, что функция w2( · , · ) (соответственно, w1( · ))
имеет невырожденный минимум в точках (pi, qj) ∈ (T 3)2 (соответственно,
pi ∈ T 3) и n = (m′ + 1)6. Дополнительно будем предполагать, что m > 2
(если m = 1, то n = 1, а нам интересен случай n > 1).

Замечание. Имеет место равенство h(p1) ≡ h(pi), i ∈ {2, 3, . . . ,√n} (от-
метим, что

√
n ∈ N как корень из шестой степени некоторого натурального

числа).

Пусть C(T 3)— банахово пространство непрерывных функций, определён-
ных на T 3, а L1(T 3)— банахово пространство интегрируемых функций, так-
же определённых на T 3.

Определение 1. Говорят, что оператор h(p1) имеет резонанс с нулевой
энергией, если число 1 является собственным значением оператора

(Gψ)(q) =
v(q)

2λ

∫

v(t)ψ(t)dt

ε(t)
, ψ ∈ C(T 3)

и по крайней мере одна (с точностью до константы) соответствующая
собственная функция ψ удовлетворяет условию ψ(qj) 6= 0 при некотором
j ∈ {1, 2, . . . ,√n}.

Функция w2(·, ·) имеет невырожденный минимум в точках (pi, qj) ∈ (T 3)2,
i, j ∈ {1, 2, . . . ,√n}, а функция v( · )— аналитическая на T 3, поэтому суще-
ствует конечный интеграл

∫

v2(t)dt

w2(p, t)
, p ∈ T 3.

Из теоремы о предельном переходе под знаком интеграла Лебега и равен-
ства ∆(pi; 0) = ∆(p1; 0) для i ∈ {2, 3, . . . ,√n} вытекает, что

∆(p1; 0) = lim
p→pi

∆(p; 0), i ∈ {1, 2, . . . ,
√
n}.

Следующая теорема формулирует необходимые и достаточные условия
для того, чтобы либо число z = 0 являлось собственным значением оператора
h(p1), либо оператор h(p1) имел резонанс с нулевой энергией.

Теорема 1. Справедливы следующие утверждения:
а) оператор h(p1) имеет нулевое собственное значение тогда и только

тогда, когда ∆(p1; 0) = 0 и v(qj) = 0 для всех j ∈ {1, 2, . . .√n};
б) оператор h(p1) имеет резонанс с нулевой энергией тогда и только

тогда, когда ∆(p1; 0) = 0 и v(qj) 6= 0 при некотором j ∈ {1, 2, . . . ,√n}.
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Док а з ат е л ь ств о утв е ржд е н и я a). Необходимость. Пусть опе-
ратор h(p1) имеет нулевое собственное значение, а f = (f0, f1) ∈ H — со-
ответствующий собственный вектор. Тогда f0 и f1 удовлетворяют системе
уравнений

λf0 +

∫

v(t)f1(t)dt = 0, v(q)f0 + 2ε(q)f1(q) = 0. (1)

Из (1) вытекает, что f0 и f1 имеют вид

f0 = const 6= 0, f1(q) = −v(q)f0
2ε(q)

, (2)

и из первого уравнения системы (1) получим ∆(p1; 0) = 0.
Теперь покажем, что f1 ∈ L2(T 3) тогда и только тогда, когда v(qj) = 0,

j ∈ {1, 2, . . . ,√n}. Действительно, если при некотором j ∈ {1, 2 . . . ,√n} верно
v(qj) = 0 (соответственно v(qj) 6= 0), то из чётности аналитической функции
v( · ) по каждой переменной в отдельности на T 1 следует, что существуют
числа C1 > 0, C2 > 0, C3 > 0 и δ > 0 такие, что

C1|q − qj|2 6 |v(q)| 6 C2|q − qj|2, q ∈ Uδ(qj), (3)

соответственно
|v(q)| > C3, q ∈ Uδ(qj), (4)

где Uδ(p0) = {p ∈ T 3 : |p − p0| < δ}, p0 ∈ T 3.
Кроме этого, из определения функции ε( · ) получим

C1|q − qj|2 6 ε(q) 6 C2|q − qj|2, q ∈ Uδ(qj), j ∈ {1, 2, . . .
√
n}; (5)

ε(q) > C3, q ∈ Tδ ≡ T 3 \
√
n

⋃

i=1

Uδ(pi). (6)

Имеет место равенство

∫

|f1(t)|2dt =
|f0|2
4

√
n

∑

j=1

∫

Uδ(qj)

v2(t)dt

ε2(t)
+

|f0|2
4

∫

Tδ

v2(t)dt

ε2(t)
. (7)

Учитывая неравенства (3)–(6), имеем, что j-тое слагаемое в правой части
(7) конечно тогда и только тогда, когда v(qj) = 0. Если v(qj) = 0 для всех
j ∈ {1, 2, . . . , √n}, то имеем

∫

|f1(t)|2dt 6 C1

√
n

∑

j=1

∫

Uδ(qj)

|t− qj |4
|t− qj |4

dt+C2 <∞.

Если при некотором j ∈ {1, 2, . . . ,√n} верно v(qj) 6= 0, то, используя
неравенства (3)–(6), получим

∫

|f1(t)|2dt > C1

∫

Uδ(qj)

1

|t− qj|4
dt = ∞.
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Таким образом, f1 ∈ L2(T 3) тогда и только тогда, когда v(qj) = 0 для
всех j ∈ {1, 2, . . . ,√n}.

Достаточность. Пусть ∆(p1; 0) = 0 и v(qj) = 0 для всех j ∈ {1, 2, . . . ,√n}.
Легко проверить, что элемент f = (f0, f1), где f0 и f1 определены по формуле
(2), удовлетворяет уравнению h(p1)f = 0 и f ∈ H �

Док а з ат е л ь ств о утв е ржд е н и я б ). Необходимость. Пусть опе-
ратор h(p1) имеет резонанс с нулевой энергией. Тогда по определению 1 урав-
нение

v(q)

2λ

∫

v(t)ψ(t)dt

ε(t)
= ψ(q) (8)

имеет нетривиальное решение ψ ∈ C(T 3), удовлетворяющее условию ψ(qj) 6=0
при некотором j ∈ {1, 2, . . . ,√n}. Видно, что это решение совпадает (с точ-
ностью до константы) с функцией v( · ) и, следовательно, ∆(p1; 0) = 0.

Достаточность. Пусть ∆(p1; 0) = 0 и v(qj) 6= 0 при некотором j ∈ {1, 2, . . . ,√
n}. Тогда функция v ∈ C(T 3) является решением уравнения (8) и, следо-

вательно, по определению 1 оператор h(p1) имеет резонанс с нулевой энерги-
ей. �

В ходе доказательства утверждения а) теоремы 1 показано, что если опе-
ратор h(p1) имеет нулевое собственное значение, то элемент f = (f0, f1), опре-
делённый по формуле (2), удовлетворяет уравнению h(p1)f = 0 и f1 ∈ L2(T 3).
Аналогично можно показать, что если оператор h(p1) имеет резонанс с ну-
левой энергией, то элемент f = (f0, f1), определённый по формуле (2), удо-
влетворяет уравнению h(p1)f = 0 и f1 ∈ L1(T 3) \ L2(T 3). Это означает, что
в определении 1 требование наличия собственного значения µ = 1 оператора
G соответствует существованию решения уравнения h(p1)f = 0, а из усло-
вия ψ(qj) 6= 0 при некотором j ∈ {1, 2, . . . ,√n} следует, что решение f этого
уравнения не принадлежит пространству H.

Из доказательства утверждения б) теоремы 1 видно, что если оператор
h(p1) имеет резонанс с нулевой энергией, то решение уравнения Gψ = ψ сов-
падает (с точностью до константы) с функцией v( · ). Поэтому далее для
точности предположим, что если оператор h(p1) имеет резонанс с нулевой
энергией, то функция v( · ) отлична от нуля только в n0 точках множества

{qj}
√
n

j=1, 1 < n0 6
√
n. Не нарушая общности (в противном случае перену-

меруем элементы) предположим, что v(qj) 6= 0 при j ∈ 1, 2, . . . , n0. Так как

{pj}
√
n

j=1 ≡ {qj}
√
n

j=1, положим pj = qj для всех j ∈ 1, 2, . . . , n0.

Теорема 2. Справедливы следующие утверждения:
а) если оператор h(p1) имеет нулевое собственное значение, то суще-

ствуют числа C > 0 и δ > 0 такие, что выполняются следующие
неравенства:

|∆(p; 0)| > C|p− pi|2, p ∈ Uδ(pi), i ∈ {1, 2, . . . ,
√
n};

б) если оператор h(p1) имеет резонанс с нулевой энергией, то существу-
ют числа C1 > 0, C2 > 0 и δ > 0 такие, что выполняются следующие
неравенства:

1) |∆(p; 0)| > C1|p− pi|2, p ∈ Uδ(pi), i ∈ {n0 + 1, n0 + 2, . . . ,
√
n};

2) |∆(p; 0)| > C2, p ∈ Tδ.
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Сформулируем результат о разложении определителя Фредгольма.

Теорема 3. Если оператор h(p1) имеет резонанс с нулевой энергией, то
справедливо разложение

∆(p; z) =
2π2

m2

n0
∑

j=1

v2(qj)

√

3

4
|p− pi|2 − z + O

(

|p − pi|2
)

+ O
(

|z|
)

при |p − pi| → 0, i ∈ {1, 2, . . . , n0}, и z → −0.

Теоремы 2 и 3 доказываются c использованием определения функции
w2( · , · ) и схем доказательств соответствующих утверждений работы [8].

Отметим, что теоремы 1–3 играют важную роль при изучении конечно-
сти или бесконечности дискретного спектра соответствующего гамильтониа-
на, действующего в трёхчастичном обрезанном подпространстве фоковского
пространства в зависимости от точки минимума функции w2(·, ·) (для случая
m = 1 см. [8]).
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