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ЗАДАЧА С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ ДЛЯ ОДНОГО
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Для полного уравнения третьего порядка в трёхмерном евклидовом простран-

стве решена краевая задача с сопряжением на нехарактеристической плоско-
сти в области, ограниченной плоскостями сингулярности коэффициентов урав-

нения.
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Рассмотрим на множестве H = H1 ∪H2 уравнение
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U = 0, (1)

где α, β, γ ∈ (0, 1); H1 = {(x, y, z) : 0 < y < x < h, 0 < z < +∞}, H2 =
= {(x, y, z) : 0 < y < x < h, 0 < z < +∞}, h > 0.

В соответствии с классификацией [1] уравнений со старшими частными
производными ∂N/(∂x1 . . . ∂xN ) уравнение (1) относится к уравнениям гипер-
болического типа.

Задача. Найти на множестве H непрерывное решение уравнения (1)
с условиями

∫ y

0
U(t, y, z)dt = ψ(y, z), (y, z) ∈ D1 = {0 < y < h, 0 < z < +∞}, (2)

(

zγU(x, y, z)
)

z=0
= f1(x, y), (x, y) ∈ D2 = {0 < x < y < h}, (3)

(

zγU(x, y, z)
)

z=0
= f2(x, y), (x, y) ∈ D3 = {0 < y < x < h}, (4)

(

yβU(x, y, z)
)

y=0
= ϕ(x, z), (x, z) ∈ D4 = {0 < x < h, 0 < z < +∞} (5)

и условиями сопряжения на плоскости x = y:

lim
y→x+0

U(x, y, z) = lim
y→x−0

U(x, y, z); (6)

lim
y→x+0

x2α(Ux − Uy) = lim
y→x−0

[x2β(Ux − Uy)] + (x2βU(x, x, z))′x. (7)
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На заданные функции налагаются следующие требования: f1(x, y), f2(x, y),
ϕ(x, z), ψ(y, z) непрерывны в своих областях определения вместе со своими

смешанными частными производными второго порядка;
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∣
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∫ y

0
f1(t, y)dt = 0, 0 6 y 6 h.

Замечание. Простейшим примером функции f1(x, y), удовлетворяющей
указанным условиям, является

f1(x, y) = f11(y)
[

xγ(y − x)δ − xδ(y − x)γ
]

, γ > 1, δ > 1, f11(y) ∈ C
(1)
[0,h].

Полагая для определённости 2α− β > 0, потребуем представления

ψ(y, z) = yψ∗(y, z), ϕ(x, z) = xϕ∗(x, z), (9)

где ψ∗, ϕ∗ удовлетворяют условиям непрерывности в своих областях опреде-
ления вместе со своими смешанными частными производными второго поряд-
ка, причём ϕ(y, 0) = ψ(x, 0) = 0. Для решения поставленной задачи возьмём
за основу полученное методом Римана в работе [2] решение задачи Коши—
Гурса для уравнения (1) в области H1 при выполнении условий

U(x, x, z) = τ1(x, z), (Ux − Uy)x=y = ν1(x, z), (x, z) ∈ D4

и (3). Оно имеет вид [2]:

U(x, y, z) = z−γf1(x, y) +
1

2

[(y

x

)α

τ1(y, z) +
(x

y

)β

τ1(x, z)
]

−

− x−αy−β

∫ y

x

tα+βν1(t, z)dt+ (β − α)x−αy−β

∫ y

x

tα+β−1τ1(t, z)dt. (10)

С помощью интегрального представления функции τ1 упростим форму-
лу (10), положив

τ1(x, z) =

∫ x

0
T1(s, z)

( s

x

)2β
ds, (11)

где T1(x, z)— новая функция, непрерывная в D4 вместе со своей производной
∂T1/∂z; x

2βT1(x, z) интегрируема по x в [0, h] при любом z ∈ [0, +∞),

T1(x, 0) = 0. (12)

Подставляя в функцию (10) вместо τ1 её интегральное представление (11),
после некоторых преобразований получаем

U(x, y, z)=z−γf1(x, y)+
1

xβyβ

∫ x

0
T1(s, z)s

2βds+
1

xαyβ

∫ y

x

N1(s, z)s
α+βds, (13)
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N1(s, z) =
1

2
[T1(s, z)− ν1(s, z)]. (14)

Аналогичными рассуждениями получаем в области H2 решение задачи
Коши—Гурса с условиями

U(x, x, z) = τ2(x, z), (Ux − Uy)x=y = ν2(x, z), (x, z) ∈ D4

и (4), которое, при представлении

τ2(x, z) =

∫ x

0
T2(s, z)

( s

x

)2α
ds, (15)

имеет вид

U(x, y, z) =
1

xαyα

∫ x

0
T2(s, z)s

2αds+
1

xαyβ

∫ x

y

N2(s, z)s
α+βds+

+ z−γf2(x, y), (16)

N2(s, z) =
1

2
[T2(s, z) + ν2(s, z)], (17)

где T2(x, z) вводится по аналогии с T1(x, z) и удовлетворяет условию T2(x, 0) =
= 0.

Функции (13), (16) подчиним условиям (2), (5) соответственно, из которых
находим

N2(x, z)x
α+β = −

[

xαϕ(x, z)
]p

x
,

∫ y

0
T1(s, z)s

2βds+
N1(y, z)y

1+2β

1− α
= yβ

[

yβψ(y, z)
]

′

y
. (18)

Условия сопряжения (7), соотношения (14), (17) приводят к интегрально-
му уравнению

x2βT1(x, z) +
2(1 − α)

x

∫ x

0
T1(s, z)s

2βds =
G(x, z)

x
,

где

G(x, z) =
xα−β+1[xαϕ(x, z)]′x

1− α
+ xβ[xβψ(x, z)]′x,

единственное решение которого получено методом последовательных прибли-
жений:

T1(x, z)x
2β =

G(x, z)

x
−

2(1− α)

x

∫ x

0

G(t, z)

t

( t

x

)2(1−α)
dt, (19)

при этом (19) удовлетворяет условиям (12). Из условий сопряжения (6), пред-
ставлений (11), (15), а также формулы (19) находим

∫ x

0
T2(s, z)s

2αds = x2α−2β

∫ x

0

G(t, z)

t

( t

x

)2(1−α)
dt. (20)
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Из (18) имеем

N1(x, z)x
α+β = (1− α)xα−β−1

[

xβ(xβψ(x, z))′x −
G(t, z)

t

( t

x

)2(1−α)
dt
]

. (21)

Подставляя найденные значения Ni, Ti в формулы (10), (13) получаем в
явном виде решение поставленной задачи:

U(x, y, z) = z−γf1(x, y) +
1

xβyβ

∫ x

0

G(t, z)

t

( t

x

)2(1−α)
dt+

+
1− α

xαyβ

∫ y

x

sα−1
[

sβψ(s, z)
]

′

s
ds−

−
1− α

(3α− β − 2)xαyβ

[

yα−β

∫ y

0

G(t, z)

t

( t

x

)2(1−α)
dt−

−

∫ y

x

G(t, z)tα−β−1dt− xα−β

∫ x

0

G(t, z)

t

( t

x

)2(1−α)
dt

]

(22)

в области H1 и

U(x, y, z) =
yα−2β

xα

∫ y

0

G(t, z)

t

( t

x

)2(1−α)
dt+ z−γf2(x, y)+

+
1

xαyβ
[

xαϕ(x, z)− yαϕ(y, z)
]

(23)

в области H2.
Проверкой показано, что при выполнении условий непрерывности, нала-

гаемых на заданные функции, и условий (8), (9) функция, определяемая фор-
мулами (22), (23), является решением поставленной задачи. Единственность
следует из единственности решения задачи Коши—Гурса, полученного мето-
дом Римана, и единственности решения интегрального уравнения, к которому
свелась задача.

При ограничениях, налагаемых на коэффициенты уравнения и данные
задачи, решение ее непрерывно на множестве H ∪ {(x, y, z) : 0 < x = y < h,
0 < z < +∞}, а на координатных плоскостях, являющихся частью границы
множества H, обращается в бесконечность порядка меньше единицы.

Научная работа выполнена при поддержке грантом ведомственной программы Мини-
стерства образования и науки РФ (проект АВЦП № 3341, № 2.2.1.1/10854).
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