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С задачей Коши для уравнения Шрёдингера с разрывными вырождающими-
ся коэффициентами в рамках метода эллиптической регуляризации связана
последовательность регуляризованных задач Коши и соответствующих регу-
ляризованных квантовых состояний. Получены необходимые и достаточные
условия сходимости последовательности регуляризованных динамических по-
лугрупп. В случае отсутствия сходимости расходящаяся последовательность
квантовых состояний изучается как случайный процесс, определённый на из-
меримом пространстве параметров регуляризации с конечно-аддитивной ме-
рой. Математическое ожидание рассматриваемого процесса задаёт усреднен-
ную траекторию в пространстве квантовых состояний. Определены условия на
конечно-аддитивную меру, благодаря которым усредненная траектория опреде-
ляется по её значениям в два различных момента времени с помощью решения
вариационных задач.

Ключевые слова: конечно-аддитивная мера, случайный процесс, квантовое со-
стояние, динамическая полугруппа, наблюдаемость.

Введение. Вырождение гамильтониана квантовой системы на некотором
подмножестве координатного пространства может привести к некорректно-
сти задачи Коши для уравнения Шрёдингера [1, 2]. Для определения дина-
мики системы с вырожденным гамильтонианом как в классической [3], так и
в квантовой [4] механике используется метод регуляризации вырожденного
гамильтониана. Динамическое преобразование пространства состояний си-
стемы с вырожденным гамильтонианом определяется как предел последова-
тельности регуляризованных динамических полугрупп, задаваемых регуля-
ризованными гамильтонианами. Процедурам предельного перехода для по-
следовательностей динамических систем, определяемых дифференциальны-
ми уравнениями с малым параметром, и усреднения таких систем посвяще-
на работа Н.Н. Боголюбова [5]. Настоящая работа посвящается применению
операции усреднения по конечно-аддитивным мерам к квантовым системам
с гамильтонианами, содержащими малый параметр.

Последовательности регуляризованных гамильтонианов с малым пара-
метром, аппроксимирующей вырожденный оператор, поставлено в соответ-
ствие однопараметрическое семейство усреднённых динамических преобразо-
ваний множества квантовых состояний, которое служит предельной точкой
последовательности регуляризованных динамических полугрупп. Установле-
но, что полученное семейство усреднённых преобразований не обладает полу-
групповым свойством, но траектория семейства усреднённых преобразований
однозначно определяется по своим значениям в два различных момента вре-
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мени посредством решения вариационных задач. Кроме того, усреднённые
преобразования переводят чистые квантовые состояния в состояния общего
вида [6]. В работе исследована структура множества квантовых состояний и
установлена представимость произвольного состояния в виде интеграла по
множеству векторных состояний.

В работе изучается задача Коши для уравнения Шрёдингера с вырож-
денным гамильтонианом

i
d

dt
u(t) = Lu(t), t > 0, (1)

u(+0) = u0, u0 ∈ H = L2(R), (2)

где L— симметрический плотно определённый оператор в пространстве H,
заданный линейным дифференциальным выражением второго порядка с неот-
рицательной характеристической формой. Поскольку вырождение гамильто-
ниана L может привести к некорректности задачи Коши (1), (2), то в рамках
метода эллиптической регуляризации исследуется последовательность регу-
ляризованных задач Коши с начальным условием (2) для уравнений Шрё-
дингера

i
d

dt
u(t) = Lεu(t), t > 0, ε ∈ E ≡ (0, 1), (3)

где при каждом ε ∈ E оператор Lε самосопряжен и равномерно эллиптичен, а
при ε→ 0 последовательность операторов {Lε} аппроксимирует оператор L.

В качестве примера вырожденного симметрического оператора может
быть предложен оператор L, заданный на максимальной области определения
в пространстве H = L2(R) дифференциальным выражением второго порядка

Lv(x) =
∂

∂x

(

g(x)
∂

∂x
v(x)

)

+
i

2

(

a(x)
∂

∂x
v(x) +

∂

∂x
(a(x)v(x))

)

, (4)

где функция g = χR−
есть характеристическая функция полупрямой R− =

= (−∞, 0), а вещественнозначная функция a = αχR+ пропорциональна ха-
рактеристической функции полупрямой R+ = (0, +∞). Примером регуля-
ризации служит семейство операторов Lε, заданных на максимальной обла-
сти определения в пространстве H дифференциальным выражением вида (4)
с функцией gε = g+ ε, ε ∈ E, вместо функции g (см. [2]). При каждом значе-
нии ε ∈ E оператор Lε генерирует регуляризованную унитарную полугруппу
ULε(t) = e−iLεt4, t > 0, в пространстве H и определяет регуляризованное
решение uε(t, u0) = ULε(t)u0.

В настоящей работе исследуется случай (подобный приведённому в при-
мере после равенства (4) ), когда оператор L является максимальным симмет-
рическим оператором, а оператор −iL не является генератором сжимающей
полугруппы, что в терминах индексов дефекта оператора L эквивалентно
условиям

dim(Ker(L∗ − iI)) = 0, dim(Ker(L∗ + iI)) > 0. (5)

В работе [2] доказано, что при условии (5) оператор iL генерирует изомет-
рическую полугруппу U−L(t) = eiLt t > 0, в пространстве H и сопряженный
оператор −iL∗ генерирует сжимающую полугруппу UL∗(t) = e−iL∗t, t > 0 и
справедливо
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Предложение 1. Пусть выполнены условия (5). Тогда при каждом t > 0
пространство H допускает ортогональное разложение H = H0(t) ⊕ H1(t),

где H0(t) = Im(U− L(t)) и H1(t) = Ker(UL∗(t)), таким образом, что для лю-
бого u0 ∈ H1(t) последовательность регуляризованных решений {uε(t, u0)}
сходится при ε → 0 слабо в H к нулю, а при любом u0 ∈ H0(t) справедливо
равенство lim

ε→0
‖uε(t, u0)−UL∗(t)u0‖H = 0.

Фильтры, ультрафильтры и двузначные меры. Пусть N— множество нату-
ральных чисел, 2N — σ-алгебра всех его подмножеств, B(N, 2N) = l∞
и ba(N, 2N) = l∗∞, через ca(N, 2N) и pba(N, 2N) обозначим соответственно счёт-
но-аддитивную и чисто конечно-аддитивную части пространства l∗∞
(ca(N, 2N) = l1) (см. [8]). Через V (N) обозначим пересечение единичной сферы
пространства l∗∞ с конусом его неотрицательных элементов, а через W (N)—
пересечение pba(N, 2N)

⋂

V (N), т. е. множество таких неотрицательных нор-
мированных мер на N, которые принимают нулевое значение на любом ко-
нечном подмножестве.

Согласно результатам [9] множества V (N) и W (N) есть выпуклые ком-
пактные в ∗-слабой топологии пространства пространства l∗∞, множества край-
них точек которых составляют соответственно множества V0(N) = Extr(V (N))
и W0(N) = Extr(W (N)) мер, принимающих на алгебре 2N лишь два значения:
0 или 1. Таким образом, для каждой меры µ ∈ V0(N) алгебра 2N представима в
виде объединения двух непересекающихся множеств Sµ(0) и Sµ(1), определя-
емых равенствами Sµ(s) = µ−1(s). Следовательно, для любой меры µ ∈ V0(N)
совокупность Sµ(1) элементов алгебры 2N образует ультрафильтр [8], кото-
рый будем обозначать через ̥µ. Тогда для меры µ ∈W (N) ультрафильтр ̥µ

является неглавным (т. е. пересечение всех множеств из ̥µ пусто), а для меры

µ ∈ V (N, 2N)
⋂

ca(N, 2N)— главным. Причём различным мерам µ, ν ∈W0(N)
соответствуют различные ультрафильтры ̥µ и ̥ν , такие, что найдутся непе-
ресекающиеся подмножества Nα ∈ ̥µ и Nβ ∈ ̥ν.

Наоборот, если задан некоторый ультрафильтр ̥, то равенство µ(Nα) =
= 1∀Nα ∈ ̥ определяет меру µ̥ ∈ V0(N). При этом, если два ультрафильтра
̥, ג различны, то они содержат непересекающиеся подмножества Fα ∈ ̥ и
Gβ ∈ ,ג а соответствующие им меры µ̥, µג ∈ V0(N) различны. Следовательно,
можно отождествить чисто конечно-аддитивные двузначные меры µ ∈ V0(N)
и ультрафильтры подмножеств ̥ ∈ 2N. Если µ = µ̥, то будем говорить, что
ультрафильтр ̥ является носителем меры µ ∈ V0(N).

Квантовые состояния. Пусть B(H)— банахово пространство линейных ог-
раниченных операторов в пространстве H и B∗(H)— его сопряженное, а
B∗(H)— предсопряженное пространство ядерных операторов. Далее через
Σ(H) = S1(B

∗(H))
⋂

B∗
+(H) обозначается множество квантовых состояний —

части единичной сферы пространства B∗(H) (здесь и далее через S1(X) обо-
значается единичная сфера в банаховом пространстве X), лежащей в поло-
жительном конусе B+

∗(H) функционалов из B∗(H), принимающих неотри-
цательные значения на положительных операторах из пространства B(H)
(см. [6]). Через Σn(H) обозначим множество нормальных квантовых состоя-
ний — функционалов из Σ(H), непрерывных не только по норме, но и в силь-
ной операторной топологии. Через Σp(H) будем обозначать множество чи-
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стых квантовых состояний — множество крайних точек пространства Σn(H),
задаваемых проекторами на одномерные подпространства пространства H
(см. [6]). Чистое квантовое состояние, отвечающее проектору на единичный
вектор u ∈ H, задаёт на пространстве B(H) линейный непрерывный функ-
ционал ρu: 〈ρu, A〉 = (u, Au)H . Далее будем отождествлять чистые состоя-
ния и одномерные ортогональные проекторы, а также нормальные состояния
и неотрицательные ядерные операторы с единичной нормой в B∗(H).

Согласно теореме Крейна—Мильмана всякое компактное выпуклое мно-
жество в линейном топологическом пространстве совпадает с замыканием
выпуклой оболочки множества своих крайних точек. Так, множество край-
них точек совокупности нормальных состояний Σn(H) составляет множество
Σp(H) чистых векторных состояний. Действительно, всякое векторное состо-
яние является, очевидно, крайней точкой множества Σn(H), а любое другое
состояние из множества Σn(H) является выпуклой комбинацией двух орто-
гональных нормальных состояний с ненулевыми коэффициентами. Следова-
тельно, множество Σn(H) совпадает с замыканием выпуклой оболочки мно-
жества Σp(H) в топологии нормы пространства B∗(H).

Теорема E (Теорема 6, гл. 2, стр. 136 [10]). Множество Σ(H) совпадает
с замыканием выпуклой оболочки множества Σp(H) в ∗–слабой топологии
пространства B∗(H).

На основании приведённой теоремы получим разложение произвольного
квантового состояния (не обязательно нормального) в интеграл по множеству
чистых состояний. Полученное представление состояния общего вида явля-
ется аналогом спектрального разложения нормального состояния и аналогом
разложения Глаубера—Сударшана нормального состояния (см. [11]).

Теорема 1. Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство. Тогда
существует такая последовательность нормальных состояний {ρm}, что
для каждого состояния ρ ∈ Σ(H) найдётся мера µ ∈W0(N) такая, что

ρ =

∫

N

ρkdµ(k), (6)

которое понимается в смысле Петтиса:

〈ρ, A〉 =

∫

N

〈ρk, A〉dµ(k) ∀A ∈ B(H).

Док а з ат е л ь ств о. Пусть Ωv есть множество выпуклых комбинаций
чистых состояний вида

∑m
j=1 λjρuj

, где u1, . . . , um ∈ S1(H), λ1, . . . , λm ∈ [0, 1]

и
∑m

j=1 λj = 1. Через Ωu обозначим множество выпуклых комбинаций по-

парно ортогональных чистых состояний вида
∑m

j=1 λjρuj
, где u1, . . . , um ∈

S1(H)— некоторая конечная ортонормированная система векторов, λ1, . . . ,
λm ∈ [0, 1] и

∑m
j=1 λj = 1. Очевидно, что Ωu ⊂ Ωv, но поскольку любой

элемент ρ ∈ Ωv есть положительный самосопряженный оператор конечно-
го ранга с единичным следом, то в силу спектральной теоремы ρ ∈ Ωu и,
следовательно, Ωv = Ωu.
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Поскольку пространство H сепарабельно, то существует счётное всюду
плотное на единичной сфере S1(H) подмножество векторов единичной сфе-
ры {uj , j ∈ N}. Множество Ωc

u линейных комбинации чистых состояний ρuj

с неотрицательными рациональными коэффициентами образует счетное под-
множество множества Ωu.

Множество Ωc
u плотно в Ωu(H) по норме пространства B∗(H), что сле-

дует из спектральной теоремы для ядерного оператора и всюду плотности
множества {uj , j ∈ N} на единичной сфере S1(H). Пусть последовательность
{ρk} задаёт некоторую нумерацию элементов множества Ωc

u. Покажем, что
эта последовательность нормальных состояний является искомой.

Согласно теореме E множество Σ(H) совпадает с замыканием в ∗–слабой
топологии множества Ωv и, следовательно, множества Ωc

u. Поэтому для любо-
го элемента ρ ∈ Σ(H), любого конечного набора операторов A1, . . . , Am∈B(H)
и любого ε > 0 найдётся такое непустое подмножество Nε,A1,...,Am(ρ) ∈ 2N, что
для любого k ∈ Nε,A1,...,Am(ρ) выполняются неравенства |〈ρ − ρk, Aj〉| < ε,
j = 1, 2, . . . ,m. Причём если ε > 0, а A1, . . . , Ak и Ak+1, . . . , As — два различ-
ных набора операторов, то множество Nε,A1,..., Ak, Ak+1, ..., As , во-первых, непу-
сто в силу теоремы E, и, во-вторых, содержится в множествах Nε,A1,..., Ak

и Nε,Ak+1, ..., As . Тогда совокупность подмножеств
{

Nε,A1, ...,Am(ρ), ε ∈ (0, 1),

m ∈ N, Aj ∈ B(H) ∀j ∈ {1, 2, · · · }
}

образует базу некоторого фильтра ̥0.
Пусть ультрафильтр ̥ мажорирует фильтр ̥0. Следовательно, для меры
µ̥ ∈W0(N) выполнено (6), что и доказывает теорему 1. �

Теорема 2. Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство. Для
всякого состояния ρ ∈ Σ(H) существует такая последовательность еди-
ничных векторов {uk} пространства H и такая неотрицательная норми-
рованная мера µ ∈ ba(N), что выполнено равенство

ρ =

∫

N

ρuk
dµ(k), (7)

которое понимается в смысле Петтиса.

Док а з ат е л ь ств о. Пусть {uk}— последовательность единичных век-
торов гильбертова пространства H со всюду плотным множеством значений
на единичной сфере S1(H).

Для каждого оператора A ∈ B(H) по последовательности {uk} равен-
ствами ak = (uk, Auk), k ∈ N, определяется числовая последовательность
{ak} = α(A) ∈ l∞. Последовательность {ρj}, существование которой уста-
навливает теорема 1, ставит в соответствие каждому оператору A ∈ B(H)
числовую последовательность {bj} = β(A) ∈ l∞: bj = 〈ρj , A〉. Отображе-
ние β : B(H) → l∞ линейно, непрерывно и изометрично, а отображение
α : B(H) → l∞ линейно, непрерывно, изометрично и инъективно. Действи-
тельно, если ограниченные операторы A1, A2 различны, то найдётся еди-
ничный вектор пространства H, на котором различаются их квадратичные
формы. Так как множество значений последовательности {uk} всюду плот-
но в H, то найдётся такое k, что (uk, A1uk) 6= (uk, A2uk) и, следовательно,
α(A1) 6= α(A2). А в силу определения нормы оператора равенство ‖A‖B(H) =

= ‖α(A)‖l∞ справедливо при любом A ∈ B(H). Пусть Λ = (α)−1 — обратный
оператор к отображению α, заданный на образе Im(α) оператора α в про-
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странстве l∞. Тогда отображение Λ линейно, биективно, изометрично и, сле-
довательно, непрерывно.

Согласно теореме 1 существует такая мера µ ∈W0(N), что

ρ(A) =

∫

N

〈ρj , A〉dµ(j)

и, следовательно, ρ(A) = 〈µ, β(A)〉 в силу определения отображения β.
Определим меру m как линейный непрерывный функционал на простран-

стве l∞, который на линейном многообразии Im(α) задается равенством m =
= µ ◦ β ◦ Λ как композиция линейных ограниченных отображений. (С ли-
нейного многообразия Im(α) на пространство l∞ может быть продлен каким-
либо образом по теореме Хана—Банаха. Тот факт, что единичная функция 1
входит в многообразие Im(α) и m(1) = 1, обеспечивает неотрицательность и
нормировку любого такого продолжения.)

Поэтому если m = µ ◦ β ◦ Λ, то

∫

N

〈ρj , A〉dµ(j) =

∫

N

〈ρuk
, A〉dm.

Ибо

ρ(A) =

∫

N

〈ρj , A〉dµ(j) = 〈µ, β(A)〉 =

= 〈µ, β(Λ(αA))〉 = 〈m, α(A)〉 =

∫

N

〈ρuk
, A〉dm.

Следовательно, для любого ρ ∈ Σ(H) найдётся мера m ∈ V (N) такая, что
выполняется (7). �

Таким образом, произвольное квантовое состояние r из множества Σ(H)
допускает вид разложения в интеграл (7) по векторным состояниям по ко-
нечно-аддитивной мере µ на множестве Σp(H). Заметим, что состояния ука-
занного вида изучались в работах Диксмье [12] по обобщению понятия следа,
в работе Шриниваза [13] по постулатам редукции в теории квантовых из-
мерений, а также к указанному виду относятся состояния Кубо—Мартина—
Швингера [4, 10]. В указанных исследованиях квантовое состояние, не явля-
ющееся нормальным, представлено как инвариантное среднее от последова-
тельности чистых векторных состояний, то есть как интеграл вида (7) по
мере µ, удовлетворяющей условиям инвариантности относительно некоторой
группы преобразований (например, сдвига). Мы отказываемся от последне-
го требования, поскольку ставим цель определить не операцию обобщенного
следа (не зависящую от выбора базиса), а некоторое конкретное состояние на
B(H) (для которого не все базисы в H равноправны).

Именно квантовые состояния, представляемые разложением вида (7), воз-
никают в работе [14] при описании множества предельных точек последова-
тельности регуляризованных состояний в ∗-слабой топологии пространства
B∗(H). Чтобы проанализировать свойства расходящейся ограниченной по-
следовательности решений {uε(t, u0)}, рассмотрим соответствующую ей по-
следовательность регуляризованных операторов плотности {ρε(t, ρu0), t > 0,
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ε ∈ E, ε → 0}, где при каждом ε ∈ E функция ρε(t, ρ0) : R+ → B∗(H) опре-
делена равенством 〈ρε(t, ρ0), A〉 = 〈ρ0, ULε(−t)AULε(t)〉. Исследуем также
последовательность регуляризованных динамических полугрупп {Tε(t), t >
0}ε∈E, ε→0 в пространстве B∗(H), каждая из которых определяется равен-
ством Tε(t)ρ0 = ρε(t, ρ0).

В [7] установлено, что необходимым и достаточным условием секвенци-
альной компактности множества значений последовательности {ρε(t, ρu0)}
в ∗-слабой топологии пространства B∗(H) является включение u0 ∈ H0(t).
В случае u0 /∈ H0(t) определим для каждого оператора A ∈ B(H) множество

GA(t, u0) = {r ∈ Σ(H) : 〈r, A〉 ∈ Lsε→0〈ρε(t, u0), A〉},

где Lsε→0〈ρε(t, u0), A〉— множество частичных пределов числовой функции
〈ρε(t, u0), A〉, ε ∈ E, при ε→ 0. Согласно [7], множество

Φ(t, u0) =
⋂

A∈B(H)

GA(t, u0)

выпукло, замкнуто в ∗-слабой топологии пространства B∗(H) и удовлетво-
ряет равенству 〈Φ(t, u0), A〉 = Lsε→0〈ρε(t, u0), A〉 при любом A ∈ B(H).

Случайный процесс. Рассмотрим σ-алгебру 2E всех подмножеств множе-
ства параметров регуляризации E и обозначим через W (E) совокупность
всех конечно-аддитивных мер, заданных на измеримом пространстве (E, 2E),
неотрицательных, нормированных и удовлетворяющих условию: мера любо-
го множества A ∈ 2E , замыкание которого не содержит предельной точки
e∗ = 0 = inf E, равна нулю. Множество W (E) есть непустое выпуклое под-
множество в пересечении конуса неотрицательных элементов с единичной
сферой в банаховом пространстве ba(E, 2E) конечно-аддитивных мер на из-
меримом пространстве (E, 2E) (см. [15]). Множество W (E), очевидно, за-
мкнуто в ∗-слабой топологии пространства ba(E). Согласно теореме 33 [15]
множество крайних точек Extr(W (E)) множества W (E) представляет собой
подмножество W0(E) двузначных мер µ ∈ W (E), принимающих только зна-
чения 0 и 1 на σ-алгебре 2E .

В работе [16] расходящаяся последовательность {ρε(t, u0)} исследована
как случайный процесс — семейство измеримых отображений (параметризо-
ванных переменной t > 0) измеримого пространства (E, 2E) с мерой µ ∈W (E)
в измеримое пространство — банахово пространство B∗(H) с алгеброй цилин-
дрических подмножеств CylY∗

(Y ), порождённой конечными наборами функ-
ционалов из B(H). Каждое семейство отображений {ρε(t, u0)} удовлетворяет
условию

lim
t→+0

sup
A∈B(H), ‖A‖B(H)=1

|ρε(t, u0)(A) − ρu0(A)| = 0

при любом ε ∈ E (т. е. процесс ρε(t, u0) начинается в точке ρu0 пространства
B∗(H)). Математическое ожидание случайной величины ρε(t, ρ0) при каждом
t > 0 определяется как интеграл Петтиса:

ρµ(t, ρ0) =

∫

E

ρε(t, ρ0)dµ,
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то есть линейный непрерывный функционал ρµ(t, ρ0) на пространстве B(H)
задан равенством

〈ρµ(t, ρ0), A〉 =

∫

E

〈ρ0, ULε(t)∗AULε(t)〉.

В [14] каждой мере µ ∈ W (E) ставится в соответствие однопараметри-
ческое семейство усреднённых динамических преобразований T µ(t), t > 0,
пространства B∗(H) таких, что T µ(t)ρ0 = ρµ(t, ρ0), ρ0 ∈ B∗(H). Очевидно,
отображение T µ(t) определено на пространстве B∗(H), линейно и непрерыв-
но, причём множество квантовых состояний Σ(H) отображается им в себя.
Нашей целью является изучение свойств (полугруппового свойств, свойств
инъективности и сюръективности) однопараметрических семейств динами-
ческих преобразований T µ(t), t > 0, пространства B∗(H), анонсированных в
работе [14].

Свойства усреднённых преобразований. Напомним, что оператор L удо-
влетворяет предположению (5). Пусть t > 0, H0(t) = Im(U−L(t)) и H1(t) =
= Ker(UL∗(t)). В работе [17] установлено, что при любом µ ∈W (E) сужение
T µ(t)|Σ(H0(t)) является биективным и даётся равенством T µ(t)ρ0 = e−iL∗tρ0e

iLt,
ρ0 ∈ Σ(H0(t)). Для описания свойств сужения T µ(t)|Σ(H1(t)) приведём дока-
занное в [17] утверждение. Напомним, что для любого x ∈ H1(t) и любого
h ∈ H справедливо равенство lim

ε→0
(e−iLεtx, h) = 0.

Лемма 1. Пусть t > 0, {ek}— базис пространства H1(t) и {εk}— бес-
конечно малая последовательность положительных чисел. Тогда каждому
числу m ∈ N соответствует такая подпоследовательность {εmk } последо-
вательности {εk}, что выполнены следующие утверждения:

1) для всех k, l ∈ {1, 2, . . . ,m} и любых i, j ∈ N, i 6= j, выполнено

|(ULεm
i
(t)ek, ULεm

j
(t)el)| < 2−(i+j+m); (8)

2) для каждого q ∈ {1, 2, . . . ,m} последовательность {εqi } является под-

последовательностью {εq−1
i }, где ε0i = εi, i ∈ N.

Док а з ат е л ь ств о. Пусть {εk}— некоторая монотонно убывающая по-
следовательность чисел множества E и E0 =

⋃

k∈N εk. Докажем утверждение
леммы с помощью двукратного применения метода математической индук-
ции.

1. Пусть m = 1. Выберем ε11 = ε1 и положим f11 = Uεm1
1

(t)e1. Поскольку

для любого вектора x ∈ H1(t) слабый предел при ε → 0 обобщённой после-
довательности векторов {Uε(t)x, ε ∈ E, ε→ 0} равен нулю, можно записать

lim
ε→0

(f11 , Uε(t)e1) = 0.

Следовательно, существует ε12 ∈ (0, ε11) такое, что |(f11 , f
2
1 )| 6 2−4, где f21 =

= Uε12
(t)e1. Пусть определены числа ε11, . . . , ε

1
n такие, что 0 < ε1n < . . . < ε11
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и для любого набора чисел i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, j 6= i, выполняется нера-

венство |(f i1, f
j
1 )| 6 2−(i+j+1), где f j1 = Uε1j

(t)e1. В силу слабой сходимости

к нулю вектор-функций Uε(t)e1, ε ∈ E, при ε → 0, найдётся такое чис-

ло εn+1 ∈ (0, εn), что неравенство |(f i1, f
n+1
1 )| 6 2−(i+n+1+1), где fn+1

1 =
= Uε1n+1

(t)e1, выполняется для всех i ∈ {1, 2, . . . , n}. Согласно принципу

математической индукции справедливо следующее утверждение: существу-
ет подпоследовательность {e1n} последовательности {en} такая, что совокуп-
ность векторов {fn1 = Uε1n

(t)e1, n ∈ N} образует нормированную систему,

квадратично близкую к ортогональной в том смысле, что |(f j1 , f
i
1)| < 2−1−j−i

для любых i, j ∈ N, i 6= j. Следовательно, утверждение леммы 1 верно
при m = 1.

2. Фиксируем некоторое число m ∈ N. Предположим, что существует та-
кая подпоследовательность {εmk } последовательности {εk}, что выполнены
утверждения 1) и 2) леммы 1.

Тогда так же, как и в пункте 1, методом математической индукции до-
казывается, что последовательность εmk имеет подпоследовательность {em+1

k }
такую, что выполнены следующие утверждения:

1) для всех k, l ∈ {1, 2, . . . ,m + 1} и любых i, j ∈ N, i 6= j, выполнено
неравенство

|(UL
ε
m+1
i

(t)ek, UL
ε
m+1
j

(t)el)| < 2−(i+j+m+1); (9)

2) для каждого q ∈ {1, 2, . . . ,m + 1} последовательность {εqi } является

подпоследовательностью {εq−1
i }, где ε0i = εi, i ∈ N.

В силу принципа математической индукции справедливо утверждение
леммы. �

Совершенно аналогично доказывается

Лемма 2. Пусть ts (s ∈ N)— некоторая нумерация рациональных чисел
t > 0 и {εk}— бесконечно малая последовательность со значениями в E.
Пусть в пространствах H1(ts) выбраны ортонормированные базисы {ek(s)}.
Тогда для любого m ∈ N существует подпоследовательность {emk } такая,
что выполнены утверждения:

1) для всех s, k, l ∈ {1, 2, . . . ,m} и любых i, j ∈ N, i 6= j, выполнено
неравенство

|(ULεm
i
(ts)ek(s), ULεm

j
(ts)el(s))| < 2−(i+j+m); (10)

2) для каждого q ∈ {1, 2, . . . ,m} последовательность {εqi } является под-

последовательностью {εq−1
i }, где ε0i = εi, i ∈ N.

Следствие 1. Для любого числа m ∈ N существует положительная бес-
конечно малая последовательность {εmn } со значениями в множестве E та-
кая, что последовательность векторов {fnp (m)}, где fnp (m, ts)=Uεmn (ts)ep(s),
n ∈ N, образует нормированную систему векторов в пространстве H, квад-
ратично близкую к ортогональной и удовлетворяющую оценке

|(f iq(m, ts), f
j
p (m, ts))| 6 2−2(i+j+m)σ
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для всех i 6= j и всех s, p, q ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Лемма 3. Пусть {emk } (m ∈ N)— семейство подпоследовательностей, су-
ществование которого утверждает лемма 2, и пусть Em =

⋃∞
k=1 ε

m
k . Тогда

существует мера µ ∈W (E) такая, что для любого m ∈ N выполнено равен-
ство µ(Em) = 1.

Д о к а з ат е л ь ств о. Определим функцию множества G: S → R на сле-
дующей совокупности S подмножеств множества E. Положим G = 0 на ко-
нечных множествах и G = 1 на их дополнениях; G = 1 на всех множествах
Em и G = 0 на их дополнениях. Тогда функционал g определён на совокуп-
ности характеристических функций указанных подмножеств по следующему
правилу: g(ξA) = G(A), A ∈ S. Обозначим через L(S) линейную оболочку со-
вокупности функций из S. Тогда L(S)— линейное подпространство банахова
пространства B(E) ограниченных функций на множестве E с sup-нормой,
а g— линейный функционал на линейном подпространстве L(S), ограничен-
ный единицей по норме. По теореме Хана—Банаха функционал g допуска-
ет продолжение γ на всё пространство B(E) с сохранением нормы. Тогда
γ ∈ B∗(E), γ — неотрицательный линейный функционал с единичной нормой
на банаховом пространстве B(E), причём γ(ξEm) = 1 при любом m ∈ N. По-
этому сужение µ функционала γ на алгебру характеристических функций
множеств из 2E является неотрицательной нормированной конечно-аддитив-
ной мерой на измеримом пространстве (E, 2E), причём µ(Em) = 1 при любом
m ∈ N. Определённая выше мера µ принадлежит классу W (E), поскольку
мера дополнения любой окрестности предельной точки ε∗ = 0 равна нулю. �

Для каждого t > 0 и выбранного базиса в пространстве H1(t) обозначим
через M(t) множество мер, удовлетворяющих условию леммы 3. Тогда из
леммы 1 и результатов работы [17] вытекает

Теорема 3. Пусть t > 0 и µ ∈ M(t). Тогда образом выпуклого множе-
ства Σ(H1(t)) пространства B∗(H) при отображении T µ(t) является вы-
пуклое множество T µ

t (Σ(H1(t))) пространства B(H)∗. Образ множества
Σp(H1(t)) крайних точек множества Σn(H1(t)) совпадает с множеством
крайних точек образа T µ(t)(Σn(H1(t))):

T µ(t)(Extr(Σn(H1(t)))) = Extr(T µ(t)(Σn(H
1(t)))).

Существует обратное к T µ(t)|Σp(H1(t)) отображение Λµ(t).

Наблюдаемость случайного процесса. В статье [17] исследуется вопрос об
определении начального состояния ρ0 процесса ρε(t, ρ0) на измеримом про-
странстве (E, 2E , µ) с мерой µ ∈ M(t) по набору значений его математиче-
ского ожидания ρµ(t, ρ0) на различных подмножествах алгебры B(H).

Пусть {e0j} и {e1j}— ортонормированные базисы в подпространствах H0(t)

и H1(t) соответственно, а µ ∈ M(t). Пусть Hm
0, 1(t)—m-мерное подпростран-

ства в пространстве H0, 1(t), натянутое на первые m базисных векторов. Для
каждого v0 ∈ Hm

0 (t) определим ортогональный проектор PUL∗ (t)v0 (здесь
и далее через Pu обозначается оператор ортогонального проектирования в
пространстве H на одномерную линейную оболочку вектора u), а для каж-
дого вектора v1 ∈ Hm

1 (t) определим оператор Qm(v1) как предел (существу-
ющий в силу (8)) в сильной операторной топологии частичных сумм опера-
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торного ряда

Qm(v1) =
∑

εm
k
∈Em

PULεm
k

(t)v1 . (11)

Пользуясь попарной почти ортогональностью в смысле (8) членов ряда
(11), можно показать, что справедлива

Лемма 4. Для любого m ∈ N функция Qm(v), v ∈ S1(H
m
1 (t)) являет-

ся непрерывным отображением m-мерной сферы S1(H
m
1 (t)) в банахово про-

странство B(H).
Замечание. Напомним, что S1(H) есть единичная сфера в пространствеH.
Док а з ат е л ь ств о. Действительно, пусть u, v ∈ S1(H

m
1 (t)) и ξ ∈ S1(H).

Положим Uεmj (t)H
m
1 (t) = Hm

1+j(t). Согласно лемме 1 подпространства Hm
1+j(t),

j = 0, 1, 2, . . ., почти ортогональны, и для любого вектора x ∈ Hm
1+j(t) спра-

ведлива оценка ‖π⊥j x‖H 6 2−m−j+1‖x‖H , где π⊥j — ортогональный проектор

на линейную оболочку подпространств Hm
1+k(t) при всех k ∈ {0

⋃

N\{j}}.
Через Pm

j обозначим ортогональные проекторы на подпространства Hm
1+j(t)

и положим ξmj = Pm
j ξ. Тогда

∞
∑

j=0
‖ξmj ‖2H 6 ‖ξ‖2H(1 + 2−m+2).

Оценим норму вектора

(Qm(v)−Qm(u))ξ =

∞
∑

k=1

(

PUεm
k
(t)v −PUεm

k
(t)u

)

ξ =

=

∞
∑

k=1

(

PUεm
k
(t)v −PUεm

k
(t)u

)

ξmk .

Поскольку ‖Pu −Pv‖B(H) 6 2‖u− v‖H , можно записать

‖(Qv(m)−Qu(m))ξ‖2H 6

∞
∑

k=1

‖(PUεm
k
(t)v −PUεm

k
(t)u)ξ

m
k ‖2H(1 + 2−m+2) 6

6 4‖v − u‖2H(1 + 2−m+2)

∞
∑

k=1

‖ξmk ‖2H 6 4(1 + 2−m+2)2‖u− v‖2H‖ξ‖2H .

Следовательно, утверждение леммы справедливо. �

Для любых m ∈ N, ρ ∈ Σ(H) и t ∈ R определим следующие функционалы:

ϕm, ρ, t
0 (v) = 〈ρ, PUL∗ (t)v〉, v ∈ S1 (H

m
0 (t)) ;

ϕm, ρ, t
1 (v) = 〈ρ, Qm(v)〉, v ∈ S1 (H

m
1 (t)) .

Тогда при любых m ∈ N, s ∈ {0, 1} и ρ ∈ Σ(H) непрерывный функцио-

нал ϕm,ρ,t
s достигает максимума на некотором векторе vms m-мерной сферы

S1(H
m
s (t)).

210



О динамике множества состояний квантовой системы . . .

В разделе 4 работы [17] доказано, что для любых ρu0 ∈ Σp(H), любых
m ∈ N и t > 0 справедливо равенство

ϕ
m, ρµ(t, ρu0 ), t
0 (v) = ‖(u0, v)‖

2. (12)

Поэтому последовательность
{

sup
v∈S1(Hm

0 (t))
ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
0 (v)

}

монотонно возрас-

тает и, следовательно, существует предел

M0(t) ≡ lim
m→∞

sup
v∈S1(Hm

0 (t))
ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
0 (v) = ‖PH0(t)u0‖

2. (13)

В той же статье (см. лемму 4.3 [17]) установлено, что для любого чистого
начального состояния ρ0 = ρu0 ∈ Σp(H1(t)) справедлива оценка

ϕ
m, ρµ(t, ρu0), t
1 (v)− |(u0, v)|

2 = o(1) при m→ ∞

и поэтому существует предел

M1(t) ≡ lim
m→∞

sup
v∈S1(Hm

1 (t))
ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
1 (v) = ‖PHs(t)u0‖

2, s ∈ {0, 1}. (14)

Почти дословным повторением хода рассуждений работы [17] доказывается
Теорема 4. Пусть t > 0 и начальное состояние ρ0 удовлетворяет одному

из двух условий: ρ0 ∈ Σn(H0(t)) либо ρ0 ∈ Σn(H1(t)). Пусть мера µ ∈ M(t).
Тогда

1) состояние ρ0 является чистым, если и только если max{M0(t),M1(t)}=
=1;

2) если начальное состояние ρ0 является чистым состоянием в подпро-
странстве H0(t) (или H1(t) ) и {vm0 } (или {vm1 }) есть последователь-

ность векторов, доставляющих максимум функционалам ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
0

(или ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
1 ), то последовательность чистых состояний {ρvm0 }

(или {ρvm1 }) сходится в пространстве B∗(H) к начальному состоянию
ρ0, причём для определения начального состояния с заданной точно-
стью достаточно решить конечное число вариационных задач.

Если вектор u0 есть линейная комбинация u00(t)+u01(t) векторов из под-
пространств H0(t) и H1(t) соответственно, а оператор A ∈ B(H), то справед-
ливо равенство

〈ρµ(t, u0), A〉 =

∫

E

(uε(t, u0), Auε(t, u0))dµ =

=

∫

E

[

(uε(t, u00), Auε(t, u00)) + (uε(t, u01),Auε(t, u01))+

+ 2Re(uε(t, u01), Auε(t, u00))
]

dµ.

Согласно предложению 1, во-первых, предел Auε(t, u00) при ε→ 0 существу-
ет и равен AU−L(t)

∗u00: lim
ε→0

‖Auε(t, u00)−AU−L(t)
∗u00‖. Во-вторых, в силу
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слабой в пространстве H сходимости к нулю последовательности векторов
{uε(t, u01), ε ∈ E, ε→ 0}, справедливо равенство

lim
ε→0

(

uε(t, u01), Auε(t, u00)
)

= 0.

Следовательно,

∫

E

(

uε(t, u01), Auε(t, u00)
)

dµ = 0 и

〈ρµ(t, u0), A〉 =

∫

E

(uε(t, u00), Auε(t, u00))dµ+

+

∫

E

(uε(t, u01), Auε(t, u01))dµ. (15)

Итак, получено следующее утверждение о неразличимости начальных состоя-
ний с помощью измерений средних значений наблюдаемых (15) в один момент
времени.

Предложение 2. Пусть t > 0 и вектор состояния u0 ∈ S1(H) имеет
проекции u00 и u01 на подпространстваH0(t) и H1(t) соответственно. Тогда

для любых µ ∈ W (E) функционалы ρµ(t, u00 + eiαu01) совпадают при всех
α ∈ [0, 2π].

Лемма 5. Пусть ρ0 = ρu0 ∈ Σp(H). Тогда если последовательность
{vm0 } единичных векторов пространства H0(t) удовлетворяет равенству

sup
v∈S1(Hm

0 (t))
ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
0 (v) = ϕ

m, ρµ(t, ρ0), t
0 (vm0 ) при каждом m ∈ N, то после-

довательность {vm0 } компактна в H, а любой её частичный предел есть
единичный вектор из одномерной линейной оболочки проекции u00 вектора
u0 на подпространство H0(t).

Док а з ат е л ь ств о. При фиксированном m супремум непрерывного на

компакте S1 (Hm
0 (t)) функционала ϕ

m, ρµ(t, ρ0), t
0 достигается на векторе v0m ∈

H0
m. Пусть ρ0 = ρu0 и вектор u0 имеет проекции u0s на подпространства Hs(t),

s ∈ {0, 1}. Если s = 0 и ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
0 (v) = 〈ρµ(t, ρ0),PUL∗ (t)v〉, то, согласно (15)

ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
0 (v) =

∫

E

(uε(t, u00), PUL∗ (t)vuε(t, u00))dµ+

+

∫

E

(uε(t, u01), PUL∗ (t)vuε(t, u01))dµ,

следовательно,

ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
0 (v) =

∫

E

|(UL∗(t)v, uε(t, u00))|
2dµ+

∫

E

|(UL∗(t)v, uε(t, u01))|
2dµ.

Согласно предложению 1 последовательность функций uε(t, u00), ε ∈ E, схо-
дится по норме пространства H при ε → 0 к вектору UL∗(t)u00, а функция
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uε(t, u01) слабо сходися к нулю при ε → 0. Поэтому в силу выбора меры µ

справедливо равенство ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
0 (v) = |(v, u00)|

2 при любом v из области

определения S1(H
m
0 (t)) функционала ϕ

m, ρµ(t, ρ0), t
0 . Тогда

sup
v0∈S1(H0

m)

〈ρµ(t, ρu0), PUL∗ (t)v0〉 = sup
v∈S1(H0

m)

‖(PH0
m
u0, v)‖

2 = ‖PH0
m
u0‖

2

достигается на нормированной проекции вектора u0 на подпространство H0
m.

Таким образом, последовательность {vm0 } имеет компактное множество
значений, а любой ее частичный предел v0 коллинеарен проекции вектора u0
на подпространство H0(t) и допускает представление v0 = (M0(t))

− 1
2 e−iαu00

при некотором α ∈ [0, 2π]. �

Пусть выполнены условия леммы 2 и v∗0 ∈ H0(t)— один из частичных пре-
делов последовательности элементов {vm0 }, доставляющих максимум функ-

ционалам ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
0 . При каждом m ∈ N и каждом t > 0 определим функ-

ционал

ψm, ρµ(t, ρ0), t(v) = ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
1 (v)−

−M0(t)(UL∗(t)v∗0 , Qm(v)UL∗(t)v∗0), v ∈ S1(H
m
1 (t)).

Лемма 6. Пусть ρ0 = ρu0 ∈ Σp(H), s ∈ {0, 1} и обе проекции вектора
u0 на подпространства H0(t) и H1(t) нетривиальны. Пусть и v0 ∈ H0(t)—
один из частичных пределов последовательности элементов {vm0 }, достав-

ляющих максимум функционалам ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
0 .

Тогда при каждых t > 0 и m ∈ N функционал ψm, ρµ(t, ρ0), t не зависит от
выбора частичного предела v∗0 и достигает максимума Mm(t) в некоторой
точке vm1 ∈ S1 (H

m
1 (t)) . При этом последовательность {Mm(t)} сходится

и её предел M(t) удовлетворяет равенству M(t) = 1 − M0(t), а последо-
вательность {vm1 } компактна в пространстве H и любой её частичный

предел v∗1 допускает представление v∗1 = (M(t))−
1
2 e−iβu01 при некотором

β ∈ [0, 2π].

Док а з ат е л ь ств о. Согласно лемме 5 любой частичный предел v0 по-
следовательности {vm0 } коллинеарен проекции вектора u0 на подпростран-

ство H0(t) и допускает представление v0 = (M0(t))
− 1

2 e−iαu00 при некотором

α ∈ [0, 2π]. Поэтому при любых m ∈ N и t > 0 функционал ψm, ρµ(ρ0), t не за-
висит от выбора частичного предела v∗0 и является непрерывным на компакте
S1 (H

m
1 (t)).

Поскольку ϕ
m, ρµ(t, ρ0), t
1 (v) = 〈ρµ(t, ρ0), Qm(v)〉, согласно (15)

ϕ
m,ρµ(t,ρ0),t
1 (v) =

∫

E

(uε(t, u00), Qm(v)uε(t, u00))dµ+

+

∫

E

(uε(t, u01), Qm(v)uε(t, u01))dµ.
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Таким образом, для любого чистого состояния ρ0 ∈ Σp(H) справедливо ра-
венство

ϕ
m,ρµ(t,ρ0),t
1 (v) = 〈ρµ(t,PH0(t)ρ0PH0(t)), Qm(v)〉+

+ 〈ρµ(t, PH1(t)ρ0PH1(t)), Qm(v)〉. (16)

Замечание. Формула (16), справедливая для чистых начальных состоя-
ний ρ0, справедлива и для их выпуклых комбинаций и, следовательно, для
нормальных состояний.

Тогда с учётом указанной сходимости uε(t, u00) к UL∗(t)u00 при ε → 0
имеем

ϕ
m,ρµ(t,ρ0),t
1 (v) = (UL∗(t)u00,Qm(v)UL∗(t)u00)+

∫

E

(uε(t, u01),Qm(v)uε(t, u01))dµ.

Следовательно,

ϕ
m,ρµ(t,ρ0),t
1 (v)−M0(t)(UL∗(t)v0,Qm(v)UL∗(t)v0) =

=

∫

E

(ULε(t)u01,Qm(v)ULε(t)u01)dµ.

Функционал
∫

E

(ULε(t)u01, Qm(v)ULε(t)u01)dµ

исследован в работе [17], согласно лемме 4.3 которой последовательность
sup

v1∈S1(H1
m)

〈ρµ(t, ρu01), Qv1(m)〉, m ∈ N, стремится к ‖PH1(t)u0‖
2 при m → ∞,

а последовательность максимизирующих элементов компактна, причём лю-
бой её частичный предел коллинеарен вектору u01 и допускает представление

v1 = (M(t))−
1
2 e−iβu01 при некотором β ∈ [0, 2π]. �

Из лемм 5 и 6 следует, что если состояние ρ0 ∈ Σp(H), то существуют
пределы

lim
m→∞

sup
v∈S1(Hm

0 (t))
ϕ
m,ρµ(t,ρ0),t
0 (v) =M0(t), lim

m→∞
sup

v∈S1(Hm
1 (t))

ψm,ρµ(t,ρ0),t(v) =M(t)

и выполняется равенство M0(t) +M(t) = 1.
Согласно лемме 6 равенство M0(t)+M(t) = 1 необходимо для включения

ρ0 ∈ Σp(H), но недостаточно, ибо если v0 ∈ S1(H0(t)) и v1 ∈ S1(H1(t)), то для
смешанного начального состояния ρ0 =M0(t)ρv0 +M(t)ρv1 выполнены равен-

ства lim
m→∞

sup
(

ϕ
t,m,ρµ(ρ0), t
0 (v)

)

= M0(t) и lim
m→∞

sup
(

ψm,ρµ(t,ρ0), t(v)
)

= M(t).

Действительно, для любого A ∈ B(H) выполняется равенство 〈ρµ(t, ρ0), A〉 =
=M0(t)〈ρ

µ(t, ρv0), A〉+M(t)〈ρµ(t, ρv1), A〉, тогда требуемое равенство следу-
ет из (8) и (12).

Покажем, что для однозначного определения динамики математическо-
го ожидания ρµ(t, ρu0) процесса ρε(t, ρu0) с чистым начальным состоянием
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ρu0 достаточно знать значения математического ожидания в два различных
момента времени.

Если состояние ρ0 является чистым — является ортогональным проекто-
ром на единичный вектор u0 ∈ S1(H), то тогда для проекций u00, u01 вектора
u0 на подпространства H0(t), H1(t) при любом значении t > 0 имеют место
представления

U−L(t)UL∗(t)u0 = u00(t),
(

I−U−L(t)UL∗(t)
)

u0 = u01(t)

и справедливы равенства

M0(t) = ‖U−L(t)UL∗(t)u0‖
2
H , M(t) = 1−M0(t). (17)

Пусть при заданном t > 0 значения M0(t), M(t) удовлетворяют равенству
M0(t) +M(t) = 1 и элементы v∗0 и v∗1 — частичные пределы последовательно-
стей {vm0 } и {vm1 } из лемм 5 и 6. Если M0(t) = 0 (либо M(t) = 0), то тогда
начальный вектор u0 целиком лежит в подпространстве H1(t) (либо H0(t))
и, согласно теореме 2, начальное состояние ρu0 совпадает с ρv∗1 (либо c ρv∗0 ).
Исследуем случай, когда для выбранного момента времени t > 0 выполня-
ется соотношение M0(t) ∈ (0, 1). Положим H0 =

⋂

τ>0H0(τ), определим по
вектору v∗0(t) ∈ H0(t) число

T ∗ = inf{s > t : UL∗(s− t)v0(t) ∈ H0}

и положим T ∗ = +∞, если UL∗(s)v0(t) /∈ H0 при любом s > 0.
Поскольку полугруппы U−L(t) и UL∗(t) являются непрерывными в силь-

ной операторной топологии, числовая функция M0(t) = ‖PH0(t)u0‖
2
H непре-

рывна на полуоси t > 0 и монотонно убывает до значения ‖PH0u0‖
2
H при

t → +∞, в частности, является постоянной на интервале (T ∗, +∞). Тогда
существует такое t1 ∈ (0, T ∗), что M0(t1) 6=M0(t) (см. предложение 1, а так-
же [7]).

Пусть при заданном t > 0 определены значения M0(t), M1(t) и частич-
ные пределы v0(t) и v1(t) последовательностей максимизирующих элемен-
тов {vm0 } и {vm1 } (см. леммы 5 и 6), и, кроме того, выполнено равенство
M0(t) +M(t) = 1.

Пусть ν — мера, существование которой установлено леммой 4. Тогда для
каждого числа tj, j ∈ {0, 1, 2, . . .}, и меры ν справедливо утверждение лемм 5
и 6. Поэтому, если ρ0 ∈ Σp(H), то существуют частичные пределы v∗0(tj),
v∗1(tj) последовательностей, элементы которых реализуют максимумы функ-

ционалов ϕ
m, ρν(tj , ρ0), tj
0 , ψm,ρν(tj , ρ0), tj соответственно и существуют пределы

M0(tj) = lim
m→∞

Mm
0 (tj) и M(tj) = lim

m→∞
Mm(tj).

Согласно лемме 6, для того чтобы состояние ρ0 было чистым, необходимо,
чтобы M0(tj)+M(tj) = 1. Установим, при каком выборе значения t1 ∈ (0, T )
это условие является и достаточным.

В пространстве B∗(H) определим кривые

C(tj) =
{

ρ
(M0(tj ))

1
2 v∗0 (tj)+eiα(M(tj ))

1
2 v∗1 (tj)

, α ∈ [0, 2π)
}

, j ∈ N.
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Лемма 7. Пусть ρ0 ∈ Σn(H) и t > 0, пусть M0(t) + M(t) = 1 и v∗0,
v∗1 — частичные пределы максимизирующих последовательностей vm0 и vm1
из лемм 5 и 6. Пусть, кроме того,

lim
m→∞

sup
v∈S1

(

H0(t)
)

[

ϕ
m,ρµ(t,ρ0),t
0 (v) −M0|(v

∗
0 , v)|

2
]

= 0.

Тогда ρ0|B(H0(t)) =M0(t)ρv∗0 и ρ0|B(H1(t)) =M(t)ρv1 .

Док а з ат е л ь ств о. Действительно, согласно (12)
(

ρ(t, ρ0),PUL∗ (t)h

)

=
= 〈ρ0,Ph〉 для любого h ∈ S1(H0(t)) и согласно определению вектора v∗0 спра-
ведливо равенство

(

ρ(t, ρ0),PUL∗ (t)v∗0

)

=M0(t).
Оператор PH0(t)ρ0PH0(t) есть неотрицательный оператор с конечным сле-

дом в пространстве H, ядро которого содержит подпространство H1(t). По
свойству экстремальности собственных значений компактного оператора чис-
ло M0(t) есть максимальное собственное значение оператора PH0(t)ρ0PH0(t),
а v∗0 — соответствующий ему единичный собственный вектор. Поэтому функ-
ционалы ρ0 и M0(t)Pv0 совпадают на одномерном подпространстве span(v0)
и ρ0 −M0(t)ρv0 — неотрицательный функционал на B(H). Но поскольку

ϕ
m,ρ0−M0(t)ρv0 ,t
0 (v) = ϕ

m,ρµ(t,ρ0),t
0 (v) −M0|(v0, v)|

2,

в силу условия леммы

lim
m→∞

sup
v∈S1(H0(t))

[

ϕ
m,ρµ(t,ρ0),t
0 (v) −M0|(v

∗
0 , v)|

2
]

= 0

выполняется равенство ρ0|B(H0(t)) = M0(t)ρv0 . Следовательно, для векторов

h ∈ S1
(

Hm
1 (t)

)

в силу равенства (16) и замечания к нему справедливо соот-
ношение

ϕ
m,ρµ(t,ρ0),t
1 (h) = 〈ρµ(t,PH0(t)ρ0PH0(t)),Qm(h)〉+〈ρµ(t,PH1(t)ρ0PH1(t)),Qm(h)〉.

Согласно доказанному соотношению ρ0|B(H0(t)) =M0(t)ρv∗0 значения функ-
ционала

ψm,ρµ(t,ρ0),t(h) = ϕ
m,ρµ(t,ρ0),t
1 (h)−M0(t)〈ρU

L∗(t)v∗
0
,Qm(v)〉 =

= 〈ρµ(t,PH1(t)ρ0PH1(t)),Qm(h)〉

стремятся (см. лемму 4.3 [17]) при m→ ∞ к значению 〈PH1(t)ρ0PH1(t),Ph〉 =
= 〈ρ0,Ph〉.

Оператор PH1(t)ρ1PH0(t) есть неотрицательный оператор с конечным сле-
дом в пространстве H, ядро которого содержит подпространство H0(t). По
свойству экстремальности собственных значений компактного оператора чис-
ло M(t) есть максимальное собственное значение оператора PH1(t)ρ0PH1(t),
а v∗1 — соответствующий ему единичный собственный вектор.

Поэтому функционал ρ0 мажорирует функционалM(t)ρv∗1 , совпадая с ним

на одномерном подпространстве span
(

v∗1
)

. Следовательно, ‖ρ0|B(H1)‖B∗(H)>M1.
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Значит, состояние ρ0 ∈ Σn(H) мажорирует функционал M0(t)ρv∗0 +M(t)ρv∗1 .
Поскольку ρ0 ∈ Σ(H) иM0(t)+M(t) = 1, можно записать, что ρ0 =M0(t)ρv∗0+
+M(t)ρv∗1 . �

Следствие 2. Пусть выполнены условия леммы 7. Тогда
1) если состояние ρ0 не является чистым, то оно является смесью: вы-

пуклой комбинацией двух чистых состояний ρ0 =M0(t)ρv∗0 +M(t)ρv∗1 ;
2) если состояние ρ0 чистое с вектором состояния u0 ∈ S1(H), то проек-

ции вектора u0 на подпространства H0(t) и H1(t) есть соответствен-

но v∗0e
iα и v∗1e

iβ с некоторыми фазами α, β ∈ [0, 2π].

Док а з ат е л ь ств о. Нормальное состояние ρ0 допускает представление
в виде

ρ0 =

∞
∑

k=1

pkρek ,

где {ek}— ортонормированный базис в H, pk ∈ [0, 1], k ∈ N. Сужения функ-
ционала ρ0 на B(H0(t)) и B(H1(t)) есть ρ0|B(Hs) = PHs(t)ρ0PHs(t), согласно
условиям леммы 7 функционалы ρ0|B(H0(t)), ρ0|B(H1(t)) оба кратны чистому
состоянию, поэтому либо состояние ρ0 чистое и справедливо второе утвер-
ждение следствия, либо ортогональное разложение следового оператора ρ0
коммутирует с проектором PH0(t) и справедливо первое утверждение след-
ствия. �

Пусть t > 0, µ— мера, существование которой доказано в лемме 3 и число
t1 ∈ (0, T ∗)\{t} рационально соизмеримо с числом t.

Тогда согласно леммам 5 и 6 существуют единичные векторы v∗0(t1), v
∗
1(t1)—

частичные пределы последовательностей, элементы которых реализуют мак-

симумы Mm
0 (t1), M

m(t1) функционалов ϕ
m,ρν(t1,ρ0),t1
0 , ψm,ρν(t1,ρ0),t1 соответ-

ственно. Для каждого рационального числа t1 > 0 обозначим через C(t1)

замкнутую кривую
{

ρ
(M0(t1))

1
2 v∗0(t1)+eiβ(M(t1))

1
2 v∗1(t1)

, β ∈ [0, 2π)
}

в простран-

стве квантовых состояний.

Теорема 5. Пусть t > 0 и ρ0 — нормальное состояние.

1. Если состояние ρ0 чистое, то выполнены равенства M0(t) +M(t) = 1,

lim
m→∞

sup
v∈S1(H0(t))

[

ϕ
m,ρµ(t,ρ0),t
0 (v)−M0(t)|(v0, v)|

2
]

= 0 и включение ρ0 ∈ C(t).

2. Если M0(t) = 0 или M0(t) = 1, то состояние ρ0 чистое, а кривая C(t)
состоит из одной точки.

3. Если равенство M0(t) +M(t) = 1 выполнено и M0(t) ∈ (0, 1), то су-
ществует такое рационально соизмеримое с t число tj ∈ (0, T ∗), что
M0(t) 6=M0(tj). Кроме того, пусть

lim
m→∞

sup
v∈S1(H0(t))

[

ϕ
m,ρµ(t,ρ0),t
0 (v)−M0(t)|(v0, v)|

2
]

= 0.

Тогда для включения ρ0 ∈ Σp(H) достаточно, чтобы M0(tj)+M(tj)=1.
В этом случае кривые C(t) и C(tj) имеют единственную общую точку,
которая и является начальным состоянием ρ0.
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Док а з ат е л ь ств о. Необходимость для включения ρ0 ∈ Σp(H) и ра-
венства M0(t) +M(t) = 1 следует из леммы 6, а включения ρ0 ∈ C(t)— из
второй части следствия 2.

Из условия max(M0(t) = 1 (либо M0(t)) = 0) и теоремы 2 следует, что
состояние ρ0 чистое, а кривая C(t) состоит из одной точки ρ0.

Существование такого рационального числа t1∈(0, T
∗), что M0(t1)6=M0(t),

следует из непрерывности функции M0(t) согласно соотношению (17) и усло-
вия M0(0) = 1. Тогда из доказанного утверждения 1 теоремы 5 следует, что
условия M0(t1) +M(t1) = 1 и ρ0 ∈ C(t1) необходимы для включения ρ0 ∈ Σp.
Предположим, что ρ0 ∈ Σn\Σp, тогда справедлива первая часть утвержде-
ния следствия 2 для момента времени t, следовательно, состояние ρ0 должно
быть представимо в каждом из следующих двух видов:

ρ0 =M0(t)ρv∗0 (t) +M(t)ρv∗1 (t) =M0(t1)ρv∗0 (t1) +M(t1)ρv∗1 (t1).

Последнее равенство невозможно при M0(t) 6= M0(t1). Полученное противо-
речие доказывает, что состояние ρ0 чистое и принадлежит C(t)

⋂

C(t1). Про-
екции начального вектора состояния u0 ∈ S1(H) на пары подпространств
H0(t), H1(t) и H0(t1), H1(t1) связаны соотношением (17), что при условии
M0(t1) ∈ (M0(t), 1) позволяет определить начальный вектор u0 по его про-
екциям на указанные подпространства однозначно. Следовательно, каждо-
му чистому начальному состоянию соответствует единственная общая точка
кривых C(t) и C(t1). �

Итак, в силу предложения 2 и теоремы 5 математическое ожидание T ν(t)
случайного процесса Tε(t) как функция переменной t не является однопа-
раметрической полугруппой преобразований банахова пространства B∗(H).
Математическое ожидание случайного процесса ρε(t, ρu0) может быть опре-
делено из решения вариационных задач.
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