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Рассматривается однородная задача термоконвекции несжимаемой вязкоупру-
гой жидкости Кельвина-Фойгта ненулевого порядка. Проведенное исследова-
ние основано на результатах теории полулинейных уравнений соболевского ти-
па, поскольку первая начально-краевая задача для соответствующей системы
дифференциальных уравнений в частных производных сводится к абстракт-
ной задаче Коши для указанного уравнения. При этом используется понятие
p-секториального оператора и порожденной им разрешающей полугруппы опе-
раторов задачи Коши для линейного однородного уравнения соболевского типа.
Доказана теорема существования единственного решения рассматриваемой за-
дачи термоконвекции, являющегося квазистационарной полутраекторией. По-
лучено полное описание фазового пространства этой задачи.

Ключевые слова: уравнения соболевского типа, несжимаемая вязкоупругая жид-
кость, фазовое пространство.

Введение. Система уравнений






(1− λ∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v +
k∑

l=1

βl∇
2wl − gqθ − p+ f ,

0 = ∇(∇ · v), ∂wl

∂t
= v + αlwl, αl ∈ R−, l ∈ K,

θt = æ∇2θ − v · ∇θ + v · q

(1)

моделирует эволюцию скорости v = (v1, v2 . . . , vn), vi = vi(x, t), градиента
давления p = (p1, p2, . . . , pn), pi = pi(x, t) и температуры θ = θ(x, t) несжима-
емой вязкоупругой жидкости Кельвина—Фойгта порядка k > 0 [1]. Парамет-
ры λ ∈ R, ν ∈ R+ и æ ∈ R+ характеризуют упругость, вязкость и теплопро-
водность жидкости соответственно; g ∈ R+ — ускорение свободного падения;
вектор q = (0, . . . , 0, 1) — орт в R

n. Параметры βl ∈ R+ определяют время ре-
тардации (запаздывания) давления. Свободный член f = (f1, f2, . . . , fn), fi =
= fi(x, t) отвечает внешнему воздействию на жидкость, wl = wl(x, t), l ∈ K —
некоторые функции, K = {1, 2, . . . , k}.

Рассмотрим разрешимость первой начально-краевой задачи

v(x,0) = v0(x), wl(x,0) = wl0(x), θ(x,0) = θ0(x), ∀x ∈ Ω;
v(x, t) = 0, wl(x, t) = 0, θ(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ ∂Ω× R+, l ∈ K

(2)

для однородной системы (1) (f ≡ 0). Здесь Ω ⊂ R
n, n ∈ {2, 3, 4} — ограничен-

ная область с границей ∂Ω класса C∞. Ранее задача (1), (2) в случае, когда
k = 0, f = f(x), изучалась Г.А. Свиридюком [2].
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Статья состоит из трёх частей. В первой части приводятся известные ре-
зультаты из теории полулинейных уравнений соболевского типа, основанные
на понятии p-секториального оператора и полугрупповом подходе [3, 4]. Во
второй части проводится редукция однородной задачи (1), (2) к задаче Коши
для полулинейного уравнения соболевского типа. В третьей части устанав-
ливается существование квазистационарных полутраекторий и описывается
фазовое пространство исходной задачи.

1. Полулинейные уравнения соболевского типа. Пусть U и F — банаховы
пространства, оператор L ∈ L(U ;F), причём kerL 6= {0}; оператор M ∈
∈ Cl(U ;F). Обозначим через UM = {u ∈ domM : ‖u‖ = ‖Mu‖

F
+ ‖u‖

U
}.

Пусть оператор F ∈ C∞(UM ;F).
Рассмотрим задачу Коши

u(0) = u0 (3)

для полулинейного уравнения соболевского типа

Lu̇ = Mu+ F (u). (4)

Локальным решением (далее просто — решением) задачи (3), (4) назовём
вектор-функцию u ∈ C∞((0, T );UM ), удовлетворяющую уравнению (4) и та-
кую, что u(t) → u0 при t → 0+.

Будем рассматривать задачу (3), (4) при условии, что оператор M силь-
но (L, p)-секториален [3, 4]. Известно, что при этом условии решение задачи
(3), (4) может быть не единственным [5]. Мы ограничиваемся поиском толь-
ко таких решений уравнения (4), которые являются квазистационарными
полутраекториями.

Определение 1. Пусть U = U0 ⊕ U1, причём kerL ⊂ U0. Решение u = v +
+ w, где v(t) ∈ U0, w(t) ∈ U1 при всех t ∈ (0, T ), назовём квазистационарной
полутраекторией, если Lv̇ ≡ 0.

Также хорошо известно [6–8], что решения задачи (3), (4) существуют не
для всех u0 ∈ UM . Поэтому введём

Определение 2. Множество B ⊂ UM назовём фазовым пространством
уравнения (4), если для любой точки u0 ∈ B существует единственное реше-
ние задачи (3), (4), причём u(t) ∈ B.

В силу того, что оператор M сильно (L, p)-секториален, пространства U
и F расщепляются в прямые суммы U = U0 ⊕ U1, F = F0 ⊕ F1, где U0,
F0 — ядра, а U1, F1 — образы аналитических разрешающих полугрупп U t, F t

линейного однородного уравнения

Lu̇ = Mu. (5)

Обозначим через Lk(Mk) сужение оператора L(M) на Uk (Uk ∩ domM), k ∈
∈ {0, 1}. Тогда Lk : Uk → Fk, Mk : Uk ∩ domM → Fk, k ∈ {0, 1}, причём M0

и L1 являются линейными непрерывными операторами и имеют ограничен-
ные обратные операторы.

В силу этих результатов [3, 4] приведём задачу (3), (4) к эквивалентной
системе, которую назовём нормальной формой задачи (3), (4):

Ru̇0 = u0 +G(u), u0(0) = u00, u̇1 = Su1 +H(u), u1(0) = u10. (6)
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Здесь uk ∈ Uk, k ∈ {0, 1}, u = u0 + u1, операторы R = M−1
0 L0, S = L−1

1 M1,

G = M−1
0 (I −Q)F , H = L−1

1 QF.
Далее будем изучать такие квазистационарные полутраектории, для кото-

рых Ru̇0 ≡ 0. Для этого предположим, что оператор R — бирасщепляющий [9],
т. е. его ядро kerR и образ imR дополняемы в пространстве U . Обозначим
U00 = kerR, а через U01 = U0 ⊖ U00 обозначим некоторое дополнение к под-
пространству U00. Тогда первое уравнение (6) примет следующий вид:

Ru̇01 = u00 + u01 +G(u), u = u00 + u01 + u1.

Теорема 1. Пусть оператор M сильно (L, p)-секториален, а оператор
R— бирасщепляющий. Пусть существует квазистационарная полутраек-
тория (4). Тогда она удовлетворяет соотношениям

0 = u00 + u01 +G(u), u01 = const. (7)

Теорема 1 даёт необходимые условия существования квазистационарной
полутраектории уравнения (4). Рассмотрим теперь достаточные условия. Из-
вестно, что при условии сильной (L, p)-секториальности оператора M опера-
тор S секториален. Следовательно, он порождает на U1 аналитическую полу-
группу, которую мы обозначим через {U t

1 : t ∈ R̄+}, так как оператор U t
1 есть

сужение оператора U t на U1. Из того, что U = U0⊕U1 следует, что существует
проектор P ∈ L(U), соответствующий данному расщеплению. Оказывается,
что P ∈ L(UM ), и тогда UM = U0

M⊕U1
M , причём вложение Uk

M ⊂ Uk, k ∈ {0, 1}
плотно и непрерывно [3, 4].

Теорема 2. Пусть оператор M сильно (L, p)-секториален, оператор R—
бирасщепляющий, оператор F ∈ C∞(UM ;F). Пусть выполняются следую-
щие условия:
(A1) в некоторой окрестности Ou0

⊂ UM точки u0 выполнено соотношение

0 = u010 + (I − PR)(G(u00 + u010 + u1)); (8)

(A2) проектор PR ∈ L(U0
M ), и оператор I + PRG

′
u0

: U00
M → U00

M — топлиней-

ный изоморфизм (U00
M = UM ∩ U00);

(A3) для аналитической полугруппы {U t
1 : t ∈ R̄+} выполнено соотношение

∫ τ

0
‖U t

1‖L(U1;U1

M
)dt < ∞ ∀τ ∈ R+. (9)

Тогда существует единственное решение задачи (3), (4), являющееся
квазистационарной полутраекторией уравнения (4).

Замечание 1. Условие (9) для обычных аналитических полугрупп, име-
ющих оценку ‖U t

1‖L(U1;U1

M
) < t−1const, не выполняется. Обозначим через

U1
α = [U1;U1

M ]
α
, α ∈ [0, 1] — некоторое интерполяционное пространство, по-

строенное по оператору S. В теореме 2 условие “F ∈ C∞(U1
M ;F)” дополним

условием “H ∈ C∞(U1
M ;U1

α)”, а соотношение (9) заменим соотношением
∫ τ

0
‖U t

1‖L(U1;U1
α)
dt < ∞ ∀τ ∈ R+. (10)
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Тогда утверждение теоремы 2 не изменится. Обсуждение этого круга вопро-
сов см. в [10, гл. 9]. Очевидно, что окрестность Ou0

является частью фазового
пространства уравнения (4).

Пусть теперь Uk и Fk — банаховы пространства, операторы Ak ∈ L(Uk,
Fk), а операторы Bk : domBk → Fk линейны и замкнуты с областями опре-
делений domBk плотными в Uk, k ∈ {1, 2}. Построим пространства U = U1 ×
× U2, F = F1 × F2 и операторы L = A1 ⊗ A2, M = B1 ⊗ B2. По построению
оператор L ∈ L(U ; F), а оператор M : domM → F линеен, замкнут и плотно
определён, domM = domB1 × domB2.

Теорема 3. Пусть операторы Bk сильно (Ak, pk)-секториальны, k ∈
∈ {1, 2}. Тогда оператор M сильно (L, p)-секториален, p = max(p1, p2).

2. Редукция к полулинейному уравнению соболевского типа. Для того
чтобы редуцировать задачу (1), (2) к задаче (3), (4), введём, следуя [11,12],
пространства H

2
σ, H2

π, Hσ и Hπ: H2
σ и Hσ — подпростанства соленоидальных

функций в пространствах (W 2
2 (Ω))

n
∩ (

◦

W 1
2 (Ω))

n и (L2(Ω))
n соответственно,

а H
2
π и Hπ — их ортогональные (в смысле (L2(Ω))

n) дополнения. Обозначим
через Σ ортопроектор на Hσ, причём его сужение на пространство (W 2

2 (Ω))
n
∩

∩ (
◦

W 1
2 (Ω))

n будем обозначать тем же символом. Положим Π = I −Σ. Форму-
лой A = ∇2En : H2

σ ⊕H
2
π → Hσ ⊕Hπ, где En — единичная матрица порядка

n, зададим линейный непрерывный оператор с дискретным конечнократным
спектром σ(A) ⊂ R, сгущающимся лишь на −∞. Формулой B : v → ∇(∇ · v)
зададим линейный непрерывный сюръективный оператор B : H2

σ⊕H
2
π → Hπ

с ядром kerB = H
2
σ. Положим U10 = H

2
σ × H

2
π × Hp, F10 = Hσ × Hπ × Hp,

где Hp = Hπ; U1i = H
2 ∩

◦

H
1 = H

2
σ ×H

2
π и F1i = L2 = Hσ ×Hπ, i ∈ K. Тогда

пространства U1 = ⊕k
l=0U1l, F1 = ⊕k

l=0F1l. Операторы A1 и B1 : U1 → F1

определим формулами A1 = diag [Â1, Ek], где

Â1 =

(

Ǎ1 O
O O

)

, Ǎ1 =

(
Σ(I − λA)Σ ΣA(I − λA)Π
Π(I − λA)Σ ΠA(I − λA)Π

)

;

B1 = (Bij
1 )

2

i,j=1 , где

B11
1 =





νΣA νΣA O
νΠA νΠA −I
O B O



 , B12
1 =





β1ΣA . . . βkΣA
β1ΠA . . . βkΠA
O . . . O



 ,

B21
1 содержит k строк вида (I, I, O), B22

1 = diag [α1, . . . , αk].

Замечание 2. Обозначим через Aσ сужение оператора ΣA на H
2
σ. По тео-

реме Солонникова—Воровича—Юдовича спектр σ(Aσ) вещественен, дискре-
тен, конечнократен и сгущается лишь на −∞.

Из соответствующих результатов [12] вытекает следующая
Теорема 4. (i) Операторы A1, B1 ∈ L(U1; F1), и, если λ−1 6∈ σ(A), то

оператор A1 — бирасщепляющий, kerA1 = {0} × {0} × Hp × {0} × . . . × {0}
︸ ︷︷ ︸

k

,

imA1 = Hσ ×Hπ × {0} × F1 ×F2 × . . .×Fk.
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(ii) Если λ−1 6∈ σ(A) ∪ σ(Aσ), то оператор B1 (A1, 1)-ограничен.

Замечание 3. Впервые понятие (A, σ)-ограниченного оператора B введено
в [13]. Оператор (L, p)-ограничен, если порядок несущественной особой точки
в бесконечности равен p.

Далее положим U2 = F2 = L2(Ω) и формулой B2 = æ∇2 : domB2 → F2

определим линейный замкнутый и плотно определенный оператор B2,

domB2 = W 2
2 (Ω) ∩

◦

W 1
2 (Ω). Положим A2 ≡ I. Тогда в силу секториальности

оператора B2 справедлива
Теорема 5. Оператор B2 сильно A2-секториален.

Положим U = U1 × U2, F = F1 ×F2. Вектор u пространства U имеет вид
u = col(uσ , uπ, up, w1, . . . , wk, uθ), где col(uσ, uπ, up, w1, . . . , wk) ∈ U1, а uθ ∈ U2.
Здесь uσ = Σv, uπ = (I − Σ)v = Πv, up = p̄. Операторы L и M определим
формулами L = A1 ⊗ A2 и M = B1 ⊗ B2. Оператор L ∈ L(U ; F), а оператор
M : domM → F линеен, замкнут и плотно определен, domM = U1 × domB2.
Из теоремы 4 и замечания 2.1.1 [4] следует, что оператор B1 сильно (A1,1)-
секториален. В силу этого и теорем 3, 5 справедлива

Теорема 6. Пусть λ−1 6∈ σ(A), тогда оператор M сильно (L,1)-секто-
риален.

Перейдём к построению нелинейного оператора F. В данном случае его
можно представить в виде F = F1 ⊗ F2, где

F1 = F1(uσ, uπ, uθ) =

= col
(

−Σ
((
(uσ + uπ) · ∇

)
(uσ + uπ) + gquθ

)
,

−Π
((
(uσ + uπ) · ∇

)
(uσ + uπ) + gquθ

)
, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

k+1

)

,

а F2 = F2(uσ, uπ, uθ) = (uσ +uπ) · (q−∇uθ). Найдём формально производную
Фреше F ′

u оператора F в точке u:

F ′
u =










Σa(uσ, uπ) Σa(uσ, uπ) O . . . O −gΣq
Πa(uσ, uπ) Πa(uσ, uπ) O . . . O −gΠq

O O O . . . O O
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.

O O O . . . O O
(q −∇uθ) · (∗) (q −∇uθ) · (∗) O . . . O −(uσ + uπ) · (∗)










,

где a(uσ , uπ) = −
(
(∗) ·∇

)
(uσ +uπ)−

(
(uσ +uπ) ·∇

)
(∗), а на место символа “∗”

следует ставить соответствующую координату вектора v в случае, когда мы
хотим найти вектор F ′

uv.
В нашем случае пространство UM = U1×domB2. Нетрудно показать [6, 7],

что при любых u ∈ UM оператор F ′
u ∈ L(UM ; F). Аналогично вторая про-

изводная Фреше F ′′
u оператора F — непрерывный билинейный оператор из

UM × UM в F , а F ′′′
u ≡ O. Таким образом, справедлива

Теорема 7. Оператор F ∈ C∞(UM ;F).

Итак, редукция задачи (1), (2) к задаче (3), (4) закончена.
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3. Фазовое пространство и квазистационарные полутраектории. В даль-
нейшем всюду будем отождествлять задачи (1), (2) и (3), (4). Теперь перейдём
к проверке условий теорем 1 и 2.

В силу теоремы 6 и теоремы 2.2.1 [4] существует аналитическая полугруп-
па {U t : t ∈ R+} разрешающих операторов уравнения (5), которую в данном
случае естественно представить в виде U t = V t ×W t, где V t(W t)— сужение
оператора U t на U1(U2). Так как оператор B2 секториален, то W t = exp(tB2),
откуда следует, что ядро этой полугруппы W◦ = {0}, а образ W1 = U2.

Рассмотрим полугруппу {V t : t ∈ R+}. В силу теорем 4 и 6 и замечания
2.2.2 [4] данная полугруппа продолжима до группы {V t : t ∈ R}. Её ядро
V0 = U00

1 ⊕ U01
1 , где U00

1 = {0} × {0} × Hp × {0} × . . . × {0} (= kerA1 по

теореме 5), а U01
1 = ΣA−1

λ A−1
λπ [H

2
π]×H

2
π × {0} × . . .× {0}

︸ ︷︷ ︸

k+1

. Здесь Aλ = I − λA,

Aλπ — сужение оператора ΠA−1
λ на Hπ. В [11] показано, что если λ−1 6∈ σ(A)∪

∪σ(Aσ), то оператор Aλπ : Hπ → H
2
π — топлинейный изоморфизм. Обозначим

через U1
1 образ V1. Тогда в силу сильной (A1, 1)-секториальности оператора

B1 пространство U1 разлагается в прямую сумму подпространств: U1 = U00
1 ⊕

⊕ U01
1 ⊕ U1

1 .

Построим оператор R = B−1
10 A10 ∈ L(U00

1 ⊕ U01
1 ), где A10(B10)— суже-

ние оператора A1(B1) на V0 = U00
1 ⊕ U01

1 . (Оператор B−1
10 существует в силу

теоремы 6, следствия 2.2.2 и замечания 2.1.1 [4]). По построению kerR =
= U00

1 , а в [11] показано, что imR = U01
1 . Значит, оператор R — бирасщепля-

ющий. Обозначим через PR проектор пространства U00
1 ⊕ U01

1 на U00
1 вдоль

U01
1 . В силу конструкции пространства UM проектор PR ∈ L(U0

M ), где U0
M =

= UM∩(U00
1 ⊕U01

1 ) (≡ U00
1 ⊕U01

1 ). Зафиксируем это в следующем утверждении.

Лемма 1. Пусть λ−1 6∈ σ(A) ∪ σ(Aσ). Тогда оператор R— бирасщепляю-
щий, причём PR ∈ L(U0

M ).

Введём в рассмотрение проекторы Pk = diag [P̂k, 0], Qk = diag [Q̂k, 0], k ∈
{0, 1}. (Подробное описание этих проекторов см. в [12]). Из результатов [12]
и в силу того, что ядро W0 = {0}, следует, что I − P = (P0 + P1) × O, Q =
= (I − Q0 − Q1) × I, P : U → U1, Q : F → F1. Применяя проектор I − P
к уравнению (4) в данной интерпретации, получаем

Π
(

νA(uσ + uπ)−
(
(uσ + uπ) · ∇

)
(uσ + uπ)+

+
k∑

l=1

βl∇
2wl − up − gquθ

)

= 0, Buπ = 0. (11)

Отсюда в силу теоремы 1 и свойств оператора B получаем необходимое усло-
вие квазистационарности полутраектории uπ ≡ 0, то есть все решения нашей
задачи (если они существуют) с необходимостью должны лежать в плоскости
B = {u ∈ UM : uπ = 0}. А так как Πup = up, то из первого уравнения (11)
получаем соотношение (7) в нашей транскрипции:

up = Π
(

νAuσ − (uσ · ∇)uσ +
k∑

l=1

βl∇
2wl − gquθ

)

. (12)
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Очевидно, что P0 ≡ PR, поэтому второе уравнение (11) есть соотношение (8)
применительно к нашей ситуации. Итак, справедлива

Лемма 2. В условиях леммы 1 любое решение задачи (1), (2) лежит во
множестве

A =
{

u ∈ UM : uπ = 0, up = Π
(

νAuσ − (uσ · ∇)uσ +

k∑

l=1

βl∇
2wl − gquθ

)}

.

Замечание 4. Из (12) сразу следует условие (A2) теоремы 2 для любой
точки u00 ∈ U00

M (≡ U00
1 ×{0}). Поэтому множество A— простое банахово много-

образие C∞-диффеоморфное подпространству U1
1×U2 — является кандидатом

на роль фазового пространства B ⊃ A задачи (1), (2).

Приступим к проверке условий (9) и (10). Построим пространство Uα =

= U1×
◦

W 1
2 (Ω). Данное пространство, очевидно, будет интерполяционным про-

странством для пары [U ,UM ]α, причём α = 1/2. Как отмечено выше, полу-
группа {U t : t ∈ R+} продолжается до группы {V t

1 : t ∈ R} на U1
1 , где V t

1 —
сужение оператора V t на U1

1 . Поскольку U1
M = UM ∩ U1

1 (по построению)
и оператор B1 непрерывен (теорема 4), то в силу равномерной ограниченно-
сти полугруппы {U t : t ∈ R+} имеем

∫ τ

0
‖V t

1 ‖L(U1

1
;U1

M
)dt 6 const‖B1‖L(U1;F1)

∫ τ

0
‖V t

1 ‖L(U1

1
)dt < ∞ ∀τ ∈ R+. (13)

Далее, в силу неравенства Соболева [10, гл. 9], полугруппа {W t : t ∈ R̄+}
удовлетворяет оценке

∫ τ

0
‖W t‖

L(dom B2;
◦

W 1

2
(Ω))

dt < ∞. (14)

Положим U1
α = Uα ∩ U1, где U1 = U1

1 × U2. Тогда из (13) и (14) вытекает

Лемма 3. В условиях леммы 1 выполняется соотношение (14).

Наконец, выполняя требование (10), найдём оператор H. Оператор H
естественно представить в виде H = H1⊗H2, где H1 = A−1

11 (I−Q0−Q1)F1, а
H2 ≡ F2 (A11 — сужение оператора A1 на U1

1 ). Включение H ∈ C∞(U1
M ;U1

α) по-
казывается аналогично тому, как было показано включение F ∈ C∞(UM ;F).

Таким образом, все условия теоремы 2 выполнены. Поэтому справедлива

Теорема 8. Пусть λ−1 6∈ σ(A) ∪ σ(Aσ). Тогда при любом u0 таком, что
u0 ∈ A, и некотором T ∈ R+ существует единственное решение u ∈ C∞((0, T );
UM ) задачи (1), (4), являющееся квазистационарной полутраекторией, при-
чём u(t) ∈ A.

Работа поддержана программой «Развитие научного потенциала высшей школы»
(2009–2010 годы), (проект № 2.1.1/2301).
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The homogeneous thermoconvection problem of the non-compressible viscoelastic
Kelvin-Voight fluid of the non-zero order is considered. The conducted research is
based on the results of the semilinear Sobolev type equations theory, because the first
initial value problem for the corresponding system of the differential equations in pri-
vate derivatives is reduced to the abstract Cauchy problem for the specified equation.
The concepts of the p-sectorial operator and the resolving semigroup of operators of the
Cauchy problem for the corresponding linear homogeneous Sobolev type equation are
used. The existence and uniqueness theorem of the solution which is a quasi-stationary
semi-trajectory is proved. The complete description of the phase space is obtained.
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