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Излагается процедура вычисления критического времени выпучивания оболочек
при ползучести с использованием вариационного уравнения Ю.Н. Работнова.
Приводится сравнение критических времен для подкрепленных оболочек, вычис-
ленных с использованием трехслойной модели оболочки, с экспериментальными
данными и результатами других авторов.
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Введение. В работе [1] Ю.Н. Работновым для решения задач упруго-
пластического деформирования предложена двухслойная модель оболочки.
В работах [2, 3] модель была обобщена на случай деформирования оболочек
в условиях ползучести. В [3] указан также класс оболочек, для которых при-
менение двухслойной модели не может вносить больших погрешностей при
решении конкретных задач. Этот класс оболочек описывается так называе-
мой технической теорией оболочек, которая включает теорию осесимметрич-
ной деформации круговой цилиндрической оболочки, теорию длинных ци-
линдрических оболочек и теорию чистого изгиба криволинейной трубы. При-
менение двухслойной модели оболочки позволило разработать эффективный
численный метод решения задач о напряженно-деформированном состоянии
оболочек в условиях ползучести [4]. Обобщение двухслойной модели на слу-
чай подкрепленных ребрами оболочек дано в работах [5, 6].

1. Двухслойная модель оболочки Работнова. При построении упрощенной
теории оболочек реальная оболочка толщины 2H заменяется двухслойной мо-
делью — оболочкой, состоящей из двух слоев толщиной h1 каждый, рассто-
яние между серединами которых равно 2h (рис. 1). Слои считаются связан-
ными между собой таким образом, что связь передает сдвигающее усилие,но
не воспринимает растягивающих усилий и изгибающих моментов. Таким об-
разом, деформация слоев происходит в соответствии с гипотезой Кирхгофа—
Лява. За отсчетную поверхность принимается поверхность, находящаяся по-
середине между слоями. В силу малости толщины несущих слоев изменением
деформаций в пределах их толщин можно пренебречь. Выполнение условия
h1 ≪ h можно обеспечить соответствующим выбором констант в законах
ползучести для реальной оболочки и двухслойной модели [2].
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Рис. 1. Двухслойная модель оболочки

Зависимость между параметрами мо-
дели h1, h и толщиной реальной обо-
лочки 2H устанавливается на основа-
нии требования, чтобы поведение мо-
дели и реальной оболочки совпадало в
двух случаях: при безмоментном напря-
женном состоянии и при цилиндриче-
ском изгибе. Так, для случая степенного
закона ползучести с показателем нели-
нейности n, эти зависимости следующие
[2]:
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лочки под действием внутреннего давления и сжимающей осевой силы задача
сводится к решению следующей системы дифференциальных уравнений, за-
писанной в безразмерных переменных:
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ε2 — скорость окружной деформации ползучести; M11 — продольный изгиба-
ющий момент; qn — внутреннее давление; T11 — продольная сжимающая сила;
v+, s+ и v−, s− — интенсивности скоростей ползучести и напряжений в верх-
нем и нижнем несущих слоях соответственно; ε∗, σ∗ — характерные величины,
имеющие размерности скорости ползучести и напряжения соответственно;
штрихи обозначают дифференцирование по безразмерной продольной коор-
динате ξ = x/b, b2 = 4/(

√
3Rh), R — радиус цилиндрической оболочки.

При независимом варьировании величин u и m уравнения (2) являются
уравнениями Эйлера для функционала
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где ψ(ω) =
1

ε2∗

∫

d(v2)

ω
, l = L/b— безразмерная длина оболочки.

2. Смешанный вариационный принцип теории ползучести и функционал
Работнова. Примем, что в условиях установившейся ползучести напряжения
и скорости деформаций ползучести связаны соотношениями

εij =
∂Λ

∂σij
, σij − σδij =

∂L

∂εij
, (5)

где Λ— функция напряжений; L— функция скоростей деформаций εij=(1/2)×
× (vi,j + vj,i); vi — компоненты вектора скорости; i, j ∈ {1, 2, 3}.

Пусть тело, занимающее объём V , ограниченный поверхностью S, нахо-
дится в состоянии установившейся ползучести под действием поверхностных
усилий, заданных на части поверхности Sσ; на части поверхности Sv зада-
ны скорости смещений, на части поверхности Sσv — некоторые компоненты
вектора скорости и тензора напряжений. Запишем функционал

N =

∫

v
(Λ− σijεij)dV +

∫

Sσ

T ividS+

+
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Sv

(vi − vi)TidS +
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[
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]

dS. (6)

Известно, что при независимом варьировании напряжений и скоростей
смещений следствием уравнения δN = 0 являются уравнения связи меж-
ду напряжениями и скоростями смещений, уравнения равновесия и краевые
условия.

Можно показать [7], что если принять распределение скоростей деформа-
ций и напряжений в оболочке в соответствии с гипотезами, принятыми при
построении двухслойной модели, то функционал (6) преобразуется к функ-
ционалу (4).

3. Вычисление критического времени выпучивания цилиндрических обо-
лочек в случае ползучести. Использование функционала (4) в задачах вы-
пучивания оболочек в условиях ползучести позволяет получить выражение
для критического времени в явном виде. Момент временем t∗ называется
критическим, если при t → t∗ максимальный прогиб оболочки стремится к
бесконечности. Поэтому при определении величин ω± из третьего уравнения
системы (2) будем считать, что определяющим является слагаемое, содержа-
щее скорость прогиба:

ω± = u(n−1)/n(1 + ε±). (7)

Здесь

ε± =
n− 1

2n
(m± τ)2u−2/n

в случае степенного закона ползучести.
Используем представление (7) в функционале (4) для нахождения коэф-

фициентов α̇(t) и β(t), определяющих зависимость от времени пробных функ-
ций для скорости смещения u и момента m. При вычислении функционала
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будем удерживать величины ε± только в первой степени. Дифференциаль-
ные уравнения для определения α̇(t) и β(t), которые следуют из уравнений
∂N/∂α̇(t) = 0, ∂N/β(t) = 0, можно представить в следующем виде:

α(t) = f(α̇(t), β(t)), ϕ(α̇(t), β(t)) = 0 (8)

(f(α̇(t), β(t)) → ∞ при α̇(t) → ∞).

Вид функций f и ϕ зависит от используемой модели оболочки [4–6].
Общее решение уравнений (8) записывается в виде

t =

∫ q

q0

df(q, q(β))

q
.

Зависимость q(β) определяется из уравнения ϕ(q, β) = 0, константа q0 — из
условия α(0) = α0. Критическое время вычисляется по следующей формуле:

t∗ =

∫

∞

q0

df(q, q(β))

q
.

4. Выпучивание подкрепленных цилиндрических оболочек. В [8] представ-
лены результаты экспериментов по выпучиванию гладких и подкрепленных
оболочек из сплава АМг6, кривые кратковременной ползучести которого при-
ведены в [9].

Цилиндрические оболочки длины L = 1200 мм и радиуса R = 400 мм
были соединены шпангоутами со сферическими днищами. Оболочки были
подкреплены продольными и кольцевыми ребрами (в [8] такие оболочки на-
званы «вафельными»). Толщина вафельных оболочек изменялась в пределах
от 2 до 2,5 мм; шаг между кольцевыми и продольными ребрами составлял
70 мм, толщина ребер — 8,5 мм, ширина — 5÷ 8 мм.

Оболочки нагружались внутренним давлением, затем прилагалось осевое
усилие. Температура менялась в пределах от 250 до 300℃.

Развитие прогиба во времени приводило к формированию кольцевой склад-
ки. Форма выпучивания оболочек была близка к осесимметричной. Критиче-
ское время определялось моментом катастрофического нарастания прогиба.

В [8] приведены расчётные критические времена для трех оболочек, удо-
влетворительно согласующиеся с экспериментальными. В расчёте [8] исполь-
зовались соотношения теории течения и учитывались реальные условия на-
грева и нагружения. Форма выпучивания оболочки в расчётах принималась
осесимметричной. Краевые условия соответствовали жесткой заделке торцов
оболочки у шпангоутов.

Сравнение экспериментальных значений критических времен с расчёт-
ными для вафельных оболочек проводилось также в [10]. Подкрепленная
оболочка заменялась ортотропной. В расчётах использовались соотношения
неустановившейся ползучести по теории течения и соотношения деформаци-
онного типа. Константы, входящие в соотношения ползучести, определялись
обработкой экспериментальных кривых [9]. Критические времена, вычислен-
ные в [10] по теории течения (они приведены в седьмой колонке таблицы),
оказались ближе к экспериментальным, чем вычисленные по деформацион-
ной теории. По деформационной теории критические времена на 30–50% ни-
же приведённых.
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В [9] приведены зависимости, с помощью которых аппроксимировались
экспериментальные кривые кратковременной ползучести при одноосном рас-
тяжении, а также константы, входящие в эти зависимости. На рис. 2, 3 сплош-
ные линии — кривые ползучести, восстановленные нами по аппрокисмацион-
ным зависимостям. В масштабе графиков они совпадают с кривыми, приве-
денными в [9]. На рис. 2, 3 цифры рядом с кривыми ползучести — величины
напряжений в мегапаскалях, при которых эти кривые получены в экспери-
менте. При температуре T = 250℃ на кривых ползучести имеется доста-
точно выраженный участок установившейся ползучести. При температуре
T = 300℃ и напряжениях, превышающих 39,2 МПа, наблюдаются участки
упрочнения. Мы аппроксимировали эти кривые степенным законом устано-
вившейся ползучести ṗ = Bσn. При n = 5 и B = 3,837 · 10−28 МПа−n · сек−1

эти аппроксимации представлены на рис. 2, 3 штриховыми линиями.

0 100 200 t, сек
0

0,25

p, %

57,82

76,44

86,2496,04

Рис. 2. Кривые кратковременной ползучести сплава АМГ6-М (сплошные линии) и их
аппроксимация (штриховые линии) при температуре T = 250℃

0 100 200 t, сек
0

0,5

1,0

p, %

29,4

38,22

48,0257,8267,6276,44

Рис. 3. Кривые кратковременной ползучести сплава АМг6-М (сплошные линии) и их ап-
проксимация (штриховые линии) при температуре T = 300℃
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Вычисления критического времени проводились нами с использованием
функционала, построенного для трехслойной модели оболочки [6] и позволя-
ющего вычислять критические времена для подкрепленных оболочек. При-
веденные ниже результаты относятся к случаю внутреннего расположения
продольных и кольцевых ребер. С учетом характера закрепления торцов обо-
лочки в эксперименте пробные функции задавались в следующем виде:

U = θ̇(t2)(1− cos 2πξ/l), M = β̇(t2) cos 2πξ/l. (9)

Кривые зависимости критического времени от параметра l имеют мини-
мум при некотором значении этого параметра. Соответствующее время счи-
талось критическим временем для длинной оболочки. В данных расчётах ве-
личина l соответствовала 5–6 длинам краевого эффекта в упругой оболочке.

В таблице приведено сравнение экспериментальных и расчётных крити-
ческих времен выпучивания подкрепленных оболочек. В первой колонке при-
веден номер эксперимента [8] , во второй — температура образца, в третьей
и четвертой — безразмерные окружное и осевое усилия, в пятой и шестой —
экспериментальные критические времена, в седьмой — расчётное критическое
время по теории течения из работы [10], в восьмой — критическое время t̂∗,
вычисленное c использованием трехслойной модели оболочки и аппроксима-
ции (9), в девятой — погрешность t̂∗ в процентах по отношению к t∗exp. В таб-
лице приняты следующие обозначения [8]: q∗ = qR/δσcr, σ = Nx/2πRδσcr, q—
давление, Nx — сжимающее усилие, σcr = 0,605Eδ/R — верхнее критическое
напряжение. В [8] приведены два значения экспериментального критического
времени: t∗exp — продолжительность действия постоянных по величине осевого
усилия, давления и температуры, соответствующих критическому состоянию,
t∗∗exp — время достижения критического состояния, отсчитанное с момента по-
дачи внутреннего давления.

Cравнение экспериментальных и расчётных критических времен
выпучивания вафельных оболочек

№ T , ℃ q∗ σ t∗
exp

, сек t∗∗
exp

, сек t∗, сек [10] t̂∗, сек %
16 305 0,300 0,31 24 84 24 28 +17
18 300 0,185 0,70 15 68 11 20 +35
20 250 0,400 0,38 90 154 121 114 +27
21 250 0,390 0,24 346 415 336 418 +21
22 300 0,210 0,12 193 228 255 248 +29

Заключение. Задачи о деформировании оболочек в условиях ползуче-
сти при больших деформациях, к числу которых, в частности, относится
задача об определении критического времени, являются сложными геомет-
рически и физически нелинейными задачами. Получение решения таких за-
дач в замкнутом виде на основе полных уравнений не представляется воз-
можным. Следует также учитывать, что константы материала, входящие в
определяющие уравнения закона ползучести, в эксперименте определяются
с большой погрешностью (порядка 20–30 %), поэтому применение упрощаю-
щих гипотез и приближенных моделей при решении задач ползучести оболо-
чек вполне оправдано. Использование двухслойной модели оболочки Работ-
нова и ее обобщений позволяет эффективно решать задачи о напряженно-
деформированном состоянии оболочек в условиях ползучести.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 08−01−00749−a).
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Procedure of calculation of critical buckling time of shells under creep with use of
Rabotnov’s variation equation is presented. Comparison of critical times for the re-
inforced shells is calculated with use of three-layer model with experimental data and
results obtained by other authors is also presented.
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