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Механика
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Предложена математическая модель динамической системы двух упругих пла-
стин типа «тандем», обтекаемых дозвуковым потоком газа (жидкости). Да-
но решение аэрогидродинамической части задачи, основанное на методах тео-
рии функций комплексного переменного. Получена связанная система уравнений,
позволяющая исследовать динамику пластин. Предложен численно-аналитиче-
ский метод решения этих уравнений.

Ключевые слова: аэрогидроупругость, динамика, упругая пластина, система
типа «тандем», деформация, обтекание, дозвуковой поток.

Введение. При проектировании различных конструкций, устройств, при-
боров, аппаратов, систем и т. д., находящихся во взаимодействии с газожид-
костной средой (обтекаемых потоком жидкости или газа), необходимо решать
задачи, связанные с исследованием динамики и устойчивости упругих эле-
ментов, требуемой для их функционирования и надежности эксплуатации.

С одной стороны, воздействие потока может приводить к отрицательным
эффектам, являющимся причиной нарушения необходимых функциональных
свойств элементов вплоть до их разрушения (например, приводить к состоя-
нию неустойчивости вследствие увеличения амплитуды или ускорения коле-
баний до критически допустимых значений). Такая проблема, когда неустой-
чивость является негативным явлением, возникает, например, при проекти-
ровании составных частей летательных и подводных аппаратов: элерона —
составной части крыла, руля высоты — составной части стабилизатора, руля
направления — составной части киля, панели — составной части фюзеляжа,
крыла или какой-либо другой части летательного аппарата.

В то же время для функционирования некоторых технических устройств
явление возбуждения интенсивных колебаний при аэрогидродинамическом
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воздействии, указанное выше в качестве негативного, является необходимым.
Примерами подобных устройств, относящихся к вибрационной технике и ис-
пользуемых для интенсификации технологических процессов, являются уст-
ройства для приготовления однородных смесей и эмульсий, в частности, уст-
ройства для подачи смазочно-охлаждающей жидкости в зону обработки.

В настоящей работе рассматривается модельная задача о динамике двух
отдельно расположенных деформируемых пластин, решение которой явля-
ется фундаментом для решения задач о динамике упругих элементов двух
отдельно расположенных конструкций при обтекании их потоком газа или
жидкости, например, о динамике элеронов крыльев двух летательных аппа-
ратов, один из которых движется в следе другого.

Подобная задача об установившемся движении системы типа «тандем»,
составленной из двух плоских абсолютно жёстких пластинок, расположен-
ных вдоль одной прямой, была рассмотрена в книге Л.И. Седова [1], в кото-
рой были вычислены гидродинамические силы, действующие на пластины.
В настоящей работе, в отличие от [1], рассматривается система двух дефор-
мируемых пластин. При этом, в отличие от большого числа исследовавшихся
(в том числе авторами этой статьи) ранее задач, пластины расположены от-
дельно друг от друга и не являются элементами одной и той же конструкции
(например, элементами одного крылового профиля, элементами одной стенки
канала и т. д.)

1. Постановка задачи. Рассматривается плоская задача аэрогидроупру-
гости о малых колебаниях системы двух упругих пластин типа «тандем»
(расположенных последовательно друг за другом вдоль одной линии) при
дозвуковом обтекании их потоком идеальной несжимаемой среды (жидкости
или газа). Пусть в состоянии покоя пластинам в физической плоскости xOy
соответствуют на оси Ox отрезки [a1, b1] и [a2, b2], a2 > b1. В бесконечно
удаленной точке скорость газа равна V и имеет направление, совпадающее с
направлением оси Ox. Предполагается, что прогибы пластин и возмущение
однородного потока малы, то есть w̄k(x, t) = εwk(x, t), ϕ̄(x, y, t) = V x +
+ εϕ(x, y, t), ε ≪ 1, k = 1, 2. Здесь w̄1, w̄2 и ϕ̄— соответственно прогибы
и потенциал скорости возмущенного потока газа, а w1, w2 и ϕ— функции,
определяющие прогибы (деформации) пластин и потенциал скорости; x, y—
декартовы координаты, t— время.

Потенциал ϕ удовлетворяет уравнению Лапласа

ϕxx + ϕyy = 0, (x, y) ∈ G = R
2 \ ([a1, b1] ∪ [a2, b2]) , (1)

условию отсутствия возмущений в бесконечно удаленной точке

(

ϕ2
x + ϕ2

y + ϕ2
t

)

∞
= 0 (2)

и линеаризованным граничным условиям

ϕ±

y = ẇk + V w′

k, x ∈ (ak, bk), k = 1, 2, (3)
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где ϕ±
y = lim

y→0±0
ϕy(x, y, t). В формулах (1)–(3) и далее точка обозначает част-

ную производную по t, штрих — частную производную по x, индексы x, y—
частные производные по x, y.

Уравнения малых колебаний пластин в линейной постановке имеют вид
Lk(wk) = ρ

(

ϕ+
t − ϕ−

t

)

+ ρV (ϕ+
x − ϕ−

x ), x ∈ (ak, bk), y = 0, где Lk(wk) опреде-
ляются выражениями

Lk(wk) ≡Mkẅk +Dkw
′′′′

k +Nkw
′′

k + δkẇ
′′′′

k + βkẇk + γkwk,

при этом ρ, Mk, Dk, Nk, δk, βk, γk — некоторые постоянные, k = 1, 2.

2. Решение аэрогидродинамической части задачи. Выразим потенциал
ϕ(x, y, t) через функции прогибов wk(x, t). С этой целью в области G введём
комплексный потенциал W = f(z, t) = ϕ + iψ, где ψ = ψ(x, y, t)— функция
тока, z = x+iy. Для функции скоростей fz(z, t) = ϕx−iϕy согласно условиям
(3) имеем следующее интегральное представление [1]:

fz(z, t) =
1

π
√

h(z)

(
∫ b2

a2

v2(τ, t)

τ − z

√

h(τ)dτ −

∫ b1

a1

v1(τ, t)

τ − z

√

h(τ)dτ + Γ(t)

)

, (4)

где h(z) = (z − a1)(z − b1)(z − a2)(b2 − z); vk(τ, t) = ẇk(τ, t) + V w′

k(τ, t);
Γ(t)— функция, определяющая циркуляцию скорости газа вокруг каждой
пластины.

Используя методы теории функций комплексного переменного [2], полу-
чим связанную систему уравнений относительно функций прогибов w1(x, t)
и w2(x, t), описывающую динамику двух упругих пластин в дозвуковом по-
токе газа [3]:

(−1)kLk(wk) =
2ρ

√

h(x)

π

(
∫ b1

a1

ṽ1(τ, t)
√

h(τ)

dτ

τ − x
−

∫ b2

a2

ṽ2(τ, t)
√

h(τ)

dτ

τ − x

)

−

−
2ρΓ′(t)

π
Hk(x) +

2ρ

π

∫ b1

a1

ṽ1(τ, t)
√

h(τ)
dτ

∫ x

ak

(τ − ξ)(τ + ξ − a0)
√

h(ξ)
dξ−

−
2ρ

π

∫ b2

a2

ṽ2(τ, t)
√

h(τ)
dτ

∫ x

ak

(τ − ξ)(τ + ξ − a0)
√

h(ξ)
dξ+

+
2ρV

π
√

h(x)

(
∫ b1

a1

v1(τ, t)

τ − x

√

h(τ)dτ −

∫ b2

a2

v2(τ, t)

τ − x

√

h(τ)dτ − Γ(t)

)

, (5)

где x ∈ (ak, bk), a0 = −(a1 + b1 + a2 + b2)/2,

ṽk(τ, t) =

∫ τ

ak

(

ẅk(x, t) + V ẇ′

k(x, t)
)

dx, Hk(x) =

∫ x

ak

dξ
√

h(ξ)
,

а функция Γ(t) подобрана так, чтобы циркуляция вокруг каждой пластины
равнялась нулю:
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Γ(t) =
1

H1(b1)

(
∫ b2

a2

dx
√

h(x)

∫ b2

a2

v2(τ, t)

x− τ

√

h(τ)dτ−

−

∫ b1

a1

dx
√

h(x)

∫ b1

a1

v1(τ, t)

x− τ

√

h(τ)dτ

)

.

3. Исследование динамики пластин. Предположим, что концы упругих
пластин закреплены шарнирно (исследования для других закреплений про-
водятся аналогично). Проведём процедуру метода Галёркина для m прибли-
жений:

wn(x, t) =
m
∑

k=1

ω
(n)
k

(t) sinα
(n)
k

(x− an), α
(n)
k

= πk/(bn − an), n = 1, 2. (6)

Записывая условия ортогональности невязок уравнений (5) к функциям
{

sinα
(n)
i (x−an)

}m

i=1
, получим систему из 2m обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений для определения ω
(n)
k (t):

2
∑

n=1

m
∑

k=1

(

A
(n)
lik
ω̈
(n)
k

(t) +B
(n)
lik
ω̇
(n)
k

(t) + C
(n)
lik
ω
(n)
k

(t)
)

= 0, (7)

где A
(n)
lik , B

(n)
lik , C

(n)
lik — постоянные коэффициенты, зависящие от параметров

системы; l = 1, 2.

Для нахождения начальных значений ω
(n)
k

(0), ω̇
(n)
k

(0) воспользуемся на-
чальными условиями wn(x, 0) = un(x), ẇn(x, 0) = vn(x). Из условий ортого-
нальности невязок начальных условий получим:

ω
(n)
i (0) =

2

bn − an

∫ bn

an

un(x) sinα
(n)
i (x− an)dx,

ω̇
(n)
i (0) =

2

bn − an

∫ bn

an

vn(x) sinα
(n)
i (x− an)dx.

(8)

Таким образом, получена задача Коши для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (7) с начальными условиями (8).

4. Численный эксперимент в задаче о динамике упругих пластин. На ос-
нове решения задачи Коши (7), (8) проведены численные эксперименты по
исследованию динамики пластин при различных параметрах механической
системы. Рассмотрим пример одной такой системы, состоящей из алюминие-
вых пластин, со следующими параметрами: ρ = 1— плотность рабочей среды
(газ), V = 2— скорость потока, E = 7 · 1010 — модуль Юнга материала пла-
стин, ρпл = 8480— плотность материала пластин, a1 = 0, b1 = 1, a2 = 2,
b2 = 4, h1 = h2 = h = 0,005, M1 = M2 = ρплh = 42,4, ν = 0,31, D1 = D2 =
= Eh3/(12(1 − ν2)) = 806,7, N1 = N2 = −2000, γ1 = γ2 = 4, β1 = β2 = 0,1,
δ1 = δ2 = 0,2. Здесь все значения приведены в международной системе изме-
рения единиц СИ.
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Задача для модельной системы со следующими начальными условиями:

w1(x, 0) = 0,01 · x3(1− x)3, ẇ1(x, 0) = −0,005 · x4(1− x)4,

w2(x, 0) = 0,01 · (x− 2)3(4− x)3, ẇ2(x, 0) = −0,005 · (x− 2)4(4− x)4

решалась с помощью системы Mathematica. На рисунке в качестве примера
приведены графики функций w1(x1, t), w2(x2, t), задаваемых соотношениями
(6) при m = 4, при t ∈ [0; 1,5], где x1 = 0,5, x2 = 3.

Деформация пластин в точках x1 = 0,5 и x2 = 3

Заключение. Предложена математическая модель динамической системы
типа «тандем», состоящей из двух упругих пластин, последовательно рас-
положенных друг за другом вдоль одной линии и обтекаемых дозвуковым
потоком газа (жидкости). Дано решение аэрогидродинамической части зада-
чи, основанное на методах теории функций комплексного переменного. На
основе полученной связанной системы уравнений для прогибов пластин ис-
следована их динамика.

Работа выполнена в рамках реализации ФЦП «Научные и научно-педагогические кад-
ры инновационной России (2009–2013 гг.)» (гос. контракт № П1122).
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A mathematical model of the dynamical system of the two elastic “tandem” type plates,
flowing along of the subsonic flow of gas (fluid) is proposed. The solution of aerohy-
drodynamic part of problem based on the methods of complex variable functions theory
is given. The bound system of the equations allowing to investigate the plates dynamic
is obtained. The numerical-analytical method of solution of this equation is offered.
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