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Рассматривается проникновение водорода через мембрану при наличии десорб-
ции. Моделируются зависимости коэффициента пропускной способности и вы-
ходного десорбционного потока от температуры, базирующиеся на соотноше-
ниях между скоростями поверхностных процессов и диффузии.
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Введение. Моделирование в области водородного материаловедения свя-
зано с задачами водородной энергетики, в частности, с проблемой диффу-
зионных утечек изотопов водорода, а также с задачами защиты металлов от
водородной коррозии [1,2]. Экспериментальные данные показывают, что зави-
симости стационарного выходного потока от температуры могут иметь каче-
ственно различный характер. Например, для рекристаллизованных образцов
сплава, исследованного в [3], этот поток монотонно растёт с ростом темпе-
ратуры, а для аморфных сначала возрастает, а затем демонстрирует ано-
мальное падение. В работе анализируются соотношения между параметрами
диффузии и десорбции, приводящие к появлению указанных зависимостей.

1. Постановка задачи. Моделируется эксперимент по методу проницае-
мости, состоящий в следующем [4]. Пластина толщины l, имеющая фиксиро-
ванную температуру T , является перегородкой вакуумной камеры. С входной
стороны пластины, начиная с момента t = 0, поддерживается постоянное дав-
ление p молекулярного водорода. С обратной стороны в условиях вакуумиро-
вания измеряется функция J(t)— плотность выходного потока H2, t— время.

Как наиболее общая рассматривается модель с поверхностной десорбцией
[5], называемая далее модель I:
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, (t, x) ∈ (0, t∗)× (0, l), c(0, x) = 0, x ∈ [0, l], (1)

dq0

dt
= P − bq2

0
(t) +D

∂c

∂x

∣

∣

∣

x=0

, P ≡ µsp,

dql
dt

= −bq2l (t)−D
∂c

∂x

∣

∣

∣

x=l
, t ∈ [0, t∗],

c(t,0) ≡ c0 = gq0(t), c(t, l) ≡ cl = gql(t).

(2)

Здесь c(t, x)— концентрация атомарного водорода, D — коэффициент диф-
фузии, q0,l(t)— поверхностные концентрации, µ— кинетическая константа, s—
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коэффициент прилипания молекулярного водорода к поверхности, b— коэф-
фициент десорбции, g — параметр соответствия поверхностной и приповерх-
ностной объёмной концентраций. Граничное условие на входе (первое уравне-
ние в (2)) означает, что накопление атомов H на единичной поверхности (ле-
вая часть) вызвано дисбалансом падающего P , десорбционного bq2

0
(t) и про-

никающего D ∂c
∂x

∣

∣

x=0
потоков. Квадратичный закон десорбции характерен для

двухатомных газов [4]. Условие на выходе аналогично, но возвратом H2 на вы-
ходную поверхность пренебрегаем (вакуумная система достаточно мощная).
Выходной поток обусловлен десорбцией: J(t) = bq2l (t).

При относительно быстром насыщении поверхности достаточно рассмот-
реть модель с объёмной десорбцией [4], или модель II, в которой динамиче-
ские краевые условия (2) заменяются на нелинейные:
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, b̃c2l (t) = −D
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, (3)

где b̃— коэффициент объёмной десорбции, J(t) = b̃c2l (t).
Если процессы на поверхности много быстрее диффузии, обе модели вы-

рождаются в стандартную с фиксированными поверхностными концентраци-
ями (модель III):

c(t, 0) = c̄0 = const, c(t, l) = 0, (4)

где c̄0 равно установившейся концентрации c0 в модели I или II. В этом случае
J(t) = −D ∂c

∂x

∣

∣

x=l
. Вырождение моделей понимаем как совпадение (с точно-

стью до экспериментальной погрешности) графиков выходных потоков J(t),
полученных при решении задач (1), (2) или (1), (3) и (1), (4). Численные
соотношения между параметрами, приводящие к вырождению I→II, I→III,
II→III приведены в [6].

Параметры D, b, g, s, b̃ зависят от температуры по закону Аррениуса,
например, D(T ) = D0 exp{−ED/[RT ]}.

В линейной модели III стацинарный выходной поток J̄ монотонно растёт
с ростом T в соответствии с D(T ). Следовательно, появление пика на графике
J̄(T ) возможно только в моделях I и II, когда нельзя пренебречь процессами
на поверхности. Аналитическое решение для моделей I и II отсутствует.

Цель работы — построение зависимостей J̄(T ) и пропускной способности
пластины для моделей I и II, а также интерпретация результатов в терминах
скоростных характеристик процессов диффузии и десорбции.

2. Скоростные характеристики. Приравнивая в (1) производную по време-
ни к нулю и учитывая (3), получаем уравнение для коэффициента пропускной
способности пластины η ≡ J̄P−1 (J̄ — стационарный поток) в модели II:

√

1− η −√
η = ηl

√

b̃PD−1, η ∈ (0; 0,5). (5)

Соответствующее уравнение для модели I совпадает с (5) при b̃ = bg−2, по-
этому будем исследовать стационарные потоки по уравнению (5). Проанали-

зируем смысл произведения l
√

b̃PD−1.
В [6] было получено характеристическое время диффузии ξ = l2/2D. Это

же значение возникает и при анализе диффузии в терминах теории вероят-
ностей [7, гл. V]. Отсюда «средняя скорость» диффузии (скорость процесса
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в модели III): vIII = 2D/l. Получим аналогичную величину для «скорости»
процессов на поверхности в модели II.

Одной из интегральных характеристик графика J(t) является время за-

паздывания t0 — точка пересечения асимптоты графика S(t) =

∫ t

0

J(τ)dτ

с осью t. В модели III оно вычисляется аналитически: tIII
0

= l2/(6D) [4]. По-
этому разность t̃0 = t0−tIII

0
характеризует задержку установления выходного

потока, вызванную поверхностными процессами. При фиксированных D и l
значение t̃0 с высокой точностью зависит только от произведения b̃ P при
любой комбинации сомножителей — чем оно меньше, тем больше t̃0 [8]. По-
этому примем за «скорость» поверхностных процессов в модели II величину

vII ≡
√

b̃P/2, имеющую размерность скорости. Значение константы обосно-

вываем следующим образом. Обозначим за Θ величину, аналогичную t̃0 для
потока атомов, проникающих вглубь мембраны с внешней стороны. Сумма
Θ+ t̃0 характеризует нелинейность всего процесса переноса, причём для мо-
дели II t̃0 + Θ = l [J̄ b]−1/2 [6]. Когда t0 ≫ tIII

0
(модель II «далека» от III), то

J̄ ≈ P/2. В этом случае vII · (t̃0 +Θ) = l, по аналогии с vIII · ξ = l.
Рис. 1 иллюстрирует справедливость такого определения vII. Точки на

графиках соответствуют различным значениям T , при которых численно ре-
шалась задача (1), (3) и вычислялось значение t̃0. Видно, что при vII/vIII ≈ 1
время задержки приближённо равно диффузионному времени, t̃0/ξ ≈ 1. Для
приведённых ниже значений параметров поверхностные процессы активиру-
ются быстрее диффузии, поэтому с роcтом T основным фактором становится
диффузия (модель II вырождается в III) и происходит наложение графиков,
соответствующих разным значениям Eb.

Для рис. 1–5: D0 = 10−5 м2/c, b̃0 = 10−9 м4/c, s0 = 0,1. Интервал из-
менения 1000/T для рис. 1 приведён на рис. 2–5. Для рис. 1–3: ED = 2,5 ×
× 104 Дж/моль, Es = 5 · 104 Дж/моль.

Отметим принципиальное различие между vII и vIII. Диффузионное вре-
мя ξ не зависит от «внешних» параметров P и b, а время задержки t̃0 при
одинаковых P и b зависит от D. Это связано с тем, что задержка на поверх-
ности определяется не только параметрами десорбции, но и скоростью

Рис. 1. Зависимости ξ/t̃0 от vIII/vII:
1) Eb = 1,3 · 10−4; 2) Eb = 1,5 · 10−4; 3) Eb =

= 1,7 · 10−4

Рис. 2. Зависимости η(T ): 1) Eb = 1,3 ×

× 10−4; 2) Eb = 1,5 · 10−4; 3) Eb = 1,7 · 10−4
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Рис. 3. Влияние Eb на форму пиков:
1) 1,4 · 10

−4; 2) 1,5 · 10
−4; 3) 1,6 · 10

−4

Рис. 4. Влияние ED на форму пиков:
1) 3,5 · 10−4; 2) 2,5 · 10−4; 3) 1,5 · 10−4

Рис. 5. Влияние Es на форму пиков:
1) 5,5 · 10−4; 2) 5,0 · 10−4; 3) 4,5 · 10−4

проникновения в объём. Поэтому бо-
лее точное выражение для vII должно
содержать D.

3. Интерполяция стационарного
потока. В диапазоне изменения η ап-
проксимируем левую часть (5) сплай-
ном:

√

1− η −√
η = 1− 2η − ε(η), (6)

0 < ε(η) < 0,1684.

Подставив (6) в (5) и обозначив ν ≡
≡ l

√

b̃ PD−1 = 2
√
2vII/vIII, получим

η(T ) =
1− ε(T )

ν(T ) + 2
, (7)

откуда η
′

T = −ν ′T (1− ε(T ))(ν(T ) + ε′η + 2)−1.
Tак как на рассматриваемом интервале −0,586 < ε′η < ∞, знак η′T проти-

воположен знаку ν ′T . Следовательно, η(T ) монотонно возрастает или убывает

вместе с отношением vIII/vII. Рис. 2 демонстрирует падение η(T ) от предель-
ного значения η(T ) ≈ 0,5 к нулю c ростом T одновременно с вырождением
II→III.

Если P (T ) = const, то из (7) следует, что J̄(T )— монотонная функция (да-
лее черту сверху опускаем). В случае аррениусовских зависимостей для D(T )
и b(T ) величина J(T ) возрастает при 2ED > Eb, убывает при 2ED < Eb, при
2ED = Eb стационарный поток не зависит от T . Таким образом, появление
пика на графике J(T ) возможно только при изменяющемся P (T ).

Из (7) получаем оценку для стационарного потока J(T ):

0,831P

2(ν(T ) + 1)
6 J(T ) 6

P

2(ν(T ) + 1)
. (8)
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Поскольку разность между верхним и нижним ограничениями в (8) не
превосходит погрешности эксперимента, оцениваемой в 20%, для аппроксима-
ции стационарного потока далее пользуемся верхним ограничением. Соглас-
но (2), P может уменьшаться за счёт µ(T ) (обратно пропорционально

√
T ) и

увеличиваться за счёт s(T ). Так как экспонента растёт быстрее, первую воз-
можность не рассматриваем. Подставив в (8) аррениусовские зависимости,
получим:

J(T ) =
µs0p exp(− Es

RT )

lD−1

0

√
b0µs0p exp(

2ED−Eb−Es

2RT ) + 2
.

Если первое слагаемое в знаменателе больше двух (оно возрастает при Eb +
+ Es > 2ED), то определяющей является величина E∗ ≡ 2ED − Eb +Es: при
E∗ > 0 функция J(T ) убывает для всех T , в противном случае J ′(T ) меняет
знак, и точка максимума может попасть в исследуемый диапазон T . Рис. 3–
5 демонстрируют влияние энергий активации ED, Eb и Es на форму пиков
графика J(T ).

4. Модель I. В модели I при фиксированных D и l пропускная способность
определяется величиной vI ≡

√

bP/g. Но при этом время задержки t̃0 для мо-

дели I зависит не только от vI, но и от g [6]. Поэтому vI нельзя трактовать
как скорость поверхностных процессов. Например, для пластины с парамет-
рами l = 2,5 · 10−5 м, D = 10−10 м2/c, P = 1,46 · 1019 м2/c для модели II при

b̃ = 10−30 м4/c получили: η = 0,3, t0 = 5 c. При этом в модели I при тех же

l, D, P и b = 10−28 м2/c, g = 10 м−1, (bg−2 = b̃) время запаздывания больше
на четыре порядка (t0 ∼ 4 · 104 c). Чтобы получить t0 ∼ 10 c при указанных
значениях b и g, должно быть P ∼ 1032, при этом η ∼ 10−7.

Таким образом, в модели I возможно как J̄ ≈ P/2 (малые P , большие t0),
так и J̄ ≪ P (большие P ).

Все приведённые результаты получены численным решением задач (1),
(3) и (1), (2) на шеститочечном шаблоне методом Кранка—Николсон с ите-
рациями на границе, схемы решения приведены в [6, 8].

Заключение. Для рассмотренных моделей коэффициент пропускной спо-
собности монотонно зависит от температуры. В случае объёмной десорбции
характер монотонности определяется отношением скоростей поверхностных
процессов и диффузии. Появление пика на графике J(T ) возможно только
при изменяющемся входном потоке и определяется соотношением энергий
активации ED, Eb, и Es.
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