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Предлагается методика точного (в рамках сформулированных допущений)
нестационарного динамического расчёта конструируемых систем ступенчато-
переменной толщины. При этом расчётная схема учитывает смещения средин-
ных поверхностей сопрягаемых элементов. Аналитическое решение иллюстри-
руется результатами расчётов фундаментной части водонапорной плотины
ГЭС при действии гидравлического удара и динамической реакцией составной
круговой оболочки вращения при её импульсном нагружении.

Ключевые слова: нестационарные задачи, метод начальных параметров, конеч-
ное интегральное преобразование, плита переменного сечения, цилиндрическая
оболочка.

Введение. Одним из эффективных аналитических методов решения неста-
ционарных задач динамики для составных конструкций в замкнутой форме
является метод непосредственного интегрирования и, в частности, его реали-
зация в форме метода начальных параметров. Важное теоретическое и прак-
тическое значение имеет случай, когда рассматривая конструкция имеет пе-
ременную толщину, изменяющуюся непрерывно или ступенчато. Однако воз-
можность применения такого аналитического подхода для решения неста-
ционарных задач связана, в первую очередь, с необходимостью обеспече-
ния условия ортогональности разложений, получаемых в результате разде-
ления переменных. Другая особенность применения метода начальных пара-
метров заключается в том, что в процессе интегрирования дифференциаль-
ных уравнений движения отдельных элементов системы получаются общие
решения, содержащие как быстро возрастающие, так и быстро убывающие
функции. В результате разрешающая система алгебраических уравнений для
определения собственных значений оказывается плохо обусловленной. Отме-
ченные трудности удается устранить, если использовать метод ортогонализа-
ции С.К. Годунова и различные варианты метода прогонки [1–3]. При этом
применение этих методов ограничивалось исследованием только свободных
колебаний симметричных систем.

Авторами предлагается подход, позволяющий получать в замкнутой фор-
ме решения нестационарных задач динамики пластин и оболочек вращения
ступенчато-переменной толщины с конечной сдвиговой жёсткостью (теория
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типа С.П. Тимошенко). В отличие от традиционной схемы применения мето-
да начальных параметров (когда начальные параметры имеют физический
смысл перемещений и усилий), здесь в качестве последних используются про-
извольные константы одного из участков плиты (или оболочки) ступенчато-
переменной толщины. Так же как и в [4], срединные плоскости соединяемых
участков (пластин или оболочек) могут быть смещены относительно друг
друга. При этом в математической модели учитывается механизм взаимного
влияния компонент напряжённо-деформированного изгибного и мембранного
состояний элементов. В предлагаемом алгоритме используются точные реше-
ния динамических задач для гладкой пластины и гладкой цилиндрической
оболочки с конечной сдвиговой жёсткостью [5, 6].

1. Математическая формулировка задачи. Математическая формулиров-
ка задачи для составной конструкции аналогична задаче для отдельного её
элемента. Эта постановка должна содержать дифференциальные уравнения
движения каждого участка конструкции, начальные и граничные условия.
При этом последние должны содержать как краевые условия на внешних
кромках составной конструкции, так и условия сопряжения её участков.

Для иллюстрации предлагаемой методики расчёта рассмотрим два при-
мера конструируемых систем.

Сначала рассмотрим плиту ступенчатого сечения, состоящую из n эле-
ментов и имеющую шарнирное опирание на краях x = 0, x = l и произволь-
ное — на гранях y = 0, y = L. Считаем, что конструкция лежит на упругом
основании с коэффициентом постели γ и j-тый элемент плиты загружен про-

извольными динамическими нагрузками ~Pj(x, y, t) (рис. 1).
Напряжённо-деформирование состояние участков плиты определяются век-

торами

~Dj(x, y, t) = [Uj , Vj ,Wj , αxj , αyj ]
⊤, ~Fj(x, y, t) = [Nxj , Sj , Qxj,Mxj ,Myj ]

⊤,

~Λj(x, y, t) = [ ~Dj , ~Fj ]
⊤, (1)

где ~Dj , ~Fj — соответственно вектор-функции перемещений и усилий, отнесён-
ных к срединной поверхности j-того участка, j = 1, 2, . . . , n.

Рис. 1. Схема прямоугольной плиты ступенчато-переменной толщины
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Математическая формулировка задачи для составной конструкции при
нулевых начальных условиях в стандартной форме имеет вид

(
Lj +Gj

∂2

∂t2

)
~Dj(x, y, t) = ~Pj(x, y, t), (2)

~Dj(x, y, 0) = 0,
∂ ~Dj(x, y, t)

∂t

∣∣∣
t=0

= 0, (3)

~Λj−1(x, aj−1, t) = Bj
~Λj(x,0, t), (4)

где Λj — матрица дифференциальных операторов в частных производных,
Gj — диагональная матрица инерционных коэффициентов. Элементы этих
матриц приведены в работе [5]. Равенства (4) представляют кинематические
и статические условия сопряжения смежных элементов, взаимное смещение
ej которых учитывается матрицей Bj.

В качестве второго примера рассмотрим составную цилиндрическую кру-
говую оболочку вращения ступенчатого сечения (рис. 2), состоящую из n
элементов. Считаем, что e-тый участок оболочки загружен произвольными

осесимметричными динамическими нагрузками ~Pe(x, t). Напряжённо-дефор-
мированное состояние цилиндра определяется следующими векторами:

~Ve(x, t) = [Ue,We,Ψe]
⊤, ~Fe(x, t) = [Nex, Qex,Mex]

⊤,

~Λe(x, t) = [~Ve, ~Fe]
⊤, (5)

где Ue, We, Ψe — компоненты вектора перемещений ~Ve; Nex, Qex, Mex — ком-

поненты вектора усилий ~Fe.

Рис. 2. Схема цилиндрической оболочки ступенчато-переменной толщины
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Математическая формулировка задачи для составной конструкции при
нулевых начальных условиях имеет вид

(
Le +Ge

∂2

∂t2

)
~Ve(x, t) = ~Pe(x, t), (6)

~Ve(x,0) = 0,
∂~Ve(x, t)

∂t

∣∣∣
t=0

= 0, (7)

~Λe(0, t) = Be−1
~Λe−1(le−1, t), (8)

где Le, Ge — соответственно матрица линейных дифференциальных опера-
торов в частных производных по x и диагональная матрица инерционных
коэффициентов, которые определяются формулами [6]:

Le11 = De1

∂2

∂x2
, Le12 = De1

ν

re

∂

∂x
, Le13 = 0,

Le21 = −De1

ν

re

∂

∂x
, Le22 = De1

[κ(1− ν)

2

∂2

∂x2
−

1

r2e

]
, Le23 = −De1

κ(1 − ν)

2

∂

∂x
,

Le31 = 0, Le32 = De1

κ(1− ν)

2

∂

∂x
, Le33 = De2

∂2

∂x2
−De1

κ(1− ν)

2
,

Ge11 = ρeJe1 , Ge12 = Ge13 = Ge21 = 0, Ge22 = ρeJe1 ,

Ge23 = Ge31 = Ge32 = 0, Ge33 = ρeJe2 .

Здесь De1 , De2 , Je1 , Je2 — соответственно жёсткость растяжения, цилиндри-
ческая жёсткость, площадь сечения и момент инерции сечения оболочки; re —
радиус цилиндра; ν, κ— коэффициенты Пуассона и сдвига.

Равенства (8) представляют кинематические и статические условия со-
пряжения смежных элементов с номерами (e − 1) и e, взаимное смещение
εe−1 которых учитывается матрицей Be−1 [4, 5].

Для замкнутой формулировки задачи к соотношениям (7)–(9) необходи-
мо добавить условия, соответствующие конкретным способам закрепления
торцевых концов цилиндрической оболочки (x = 0, x = L).

2. Построение общего решения рассматриваемых задач для произвольного
динамического воздействия. Сравнивая математические формулировки этих
двух задач, видим, что визуально формулы (1)–(4) и (5)–(8) идентичны. По-
кажем возможность интегрирования начально-краевой задачи (1)–(4) путём
применения метода начальных параметров в сочетании с методом конечных
интегральных преобразований.

Принятые условия шарнирного опирания на краях x = 0, x = l позволяют
использовать синус- и косинус-преобразования Фурье по переменной x:

~Λf
jk(y, t) =

∫ aj

0

Φk(x)~Λj(x, y, t)dx, ~Λj = 2

∞∑

k=1

Φk(x)~Λ
f
jk, (9)

где Φk(x)— диагональная матрица синусов и косинусов аргумента kπx/l = τ .
В результате применения преобразования (9) к исходной начально-крае-

вой задаче, соотношения (1)–(4) принимают вид

~Λf
jk(y, t) =

[
~Df
jk,

~F f
jk

]⊤
,
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(
Ljk +Gj

∂2

∂t2

)
~Df
jk(y, t) =

~P f
jk(y, t), (10)

~Df
jk(y,0) = 0,

∂ ~Df
jk(y, t)

∂t

∣∣∣
t=0

= 0, (11)

~Λf
j−1,k(aj−1, t) = Bj

~Λf
jk(0, t), (12)

~P f
jk(y, t) =

∫ l

0

Φk(x)~Pj(x, y, t)dx.

Аналогичная процедура должна быть применена также для соответству-
ющих граничных условий на рёбрах y = a0 для первого участка, y = an —
для последнего участка конструкции.

С целью дальнейшего разделения переменных задачи (10)–(12) введём на
сегментах [0, aj ] конечное интегральное преобразование по переменной y:

ϕ(λki, t) =

n∑

j=1

∫ aj

0

~̃
D⊤

jki(λki, y)Gj
~Df
jk(y, t)dy, (13)

~Λjk(y, t) =
∞∑

i=1

ϕ(λki, t)
~̃
Λjki(λki, y)‖Zki‖

−2. (14)

Здесь выражение (13) — прямое преобразование, (14) — формула обращения,
справедливая при выполнении обобщённого условия ортогональности:

n∑

j=1

∫ aj

0

~̃
Λ
⊤

jki(λki, y)Gj
~̃
Λjkm(λmk, y)dy =

{
‖Zik‖

−2, при i = m;

0, при i 6= m.

Применяя преобразование (13) к уравнениям (10) и начальным условиям (11),
приходим к зависимостям

n∑

j=1

∫ aj

0

~̃
D⊤

jki

(
Ljk +Gjk

∂2

∂t2

)
~Df
jkdy = p(λki, t), (15)

ϕ(λki,0) = 0, ϕ̇(λki, t)
∣∣
t=0

= 0, (16)

где p(λki, t)— трансформанта нагрузки, определяемая формулой

p(λki, t) =
n∑

j=1

∫ aj

0

~̃
D⊤

jki
~P f
jk(y, t)dy.

Использование двух условий структурного алгоритма метода конечных
интегральных преобразований [5] приводит зависимость (15) к следующему
виду:

ϕ̈(λki, t) + λ2

kiϕ(λki, t) = p(λki, t), i = 1, 2, . . . . (17)

Уравнение (17) с учётом начальных условий (16) представляет счётную
задачу Коши для каждого тона колебаний, решение которой записывается
в форме определённого интеграла.
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Использование особого приёма в преобразовании выражений для внеин-
тегральных членов, появляющихся при применении метода конечных инте-
гральных преобразований, позволяет получить условия, при которых их сум-
ма обращается в нуль. Эти условия в матричной форме имеют вид

~̃
Λj−1,ki(aj−1) = Bj

~̃
Λjki(0), j = 2, 3, . . . , n. (18)

Полученные равенства (18) являются инвариантными к исходным краевым
условиям (4) и обеспечивают обобщённую ортогональность разложения (14).

В процессе преобразования выражения (15) также получены дифференци-
альные уравнения для форм колебаний системы, которые совместно с гранич-
ными условиями и представляют ядровую задачу по определению собствен-
ных функций разложения (14). Интегралы полученных дифференциальных
уравнений могут быть представлены в матричной форме:

~̃
Λjki = Ajki

~Cjki, (19)

где Ajki — матрица общих решений однородных уравнений, ~Cjki — вектор-
столбец произвольных постоянных. Подставляя (19) в (18) и выполняя стан-
дартные процедуры метода начальных параметров, выражаем искомые век-

торы ~Cjki произвольного j-того элемента плиты через аналогичный вектор
первого участка, то есть

~Cjki =
{ j∏

m=2

[
BmAmki(0)

]−1
Am−1 ki(am−1)

}
~C1ki. (20)

Заметим, что при наличии соотношения (20), достаточно сформулировать
краевые условия на границах плиты (y = 0 при j = 1, y = an при j = n), что
соответствует десяти граничным условиям задачи и обеспечивает замкнутую
форму её решения.

При применении метода разделения переменных для интегрирования на-
чально-краевой задачи (5)–(8) укажем другой путь, отличный от изложен-
ного выше. С этой целью предварительно рассмотрим свободные колебания

системы, полагая ~Pe(x, t) = 0. Используя известные процедуры получения
решения в форме стоячих волн, приходим к системе однородных дифферен-
циальных уравнений

(L̃ei − ω2

iGe)
~̃
V ei(x) = 0, i = 1, 2, . . . . (21)

Соотношения (21) получены в результате представления вектора (5) в виде

~Λe(x, t) =

∞∑

i=1

~̃
Λei(x)Ti(t), (22)

где Ti — скалярные функции времени, общие для всех участков цилиндра;
~̃
Λei(x)— функции форм перемещений и усилий свободных колебаний e-того
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элемента, определяемые как линейные комбинации известных частных реше-
ний однородных уравнений (21). Подставляя разложение (22) в (6), получаем
с учётом зависимостей (21) следующие соотношения:

∞∑

i=1

(T̈i + ω2

i Ti)Ge
~̃
V ei = ~Pe(x, t). (23)

Умножим каждую строку формул (23) соответственно на Ũei, W̃ei, Ψ̃ei, проин-
тегрируем полученные равенства по длине каждого элемента и просуммируем
отдельно левые и правые части. В результате получим

∞∑

i=1

(T̈i + ω2

i Ti)Rij = pi(t), (24)

где

Rij =

n∑

e=1

∫ le

0

~̃
V ⊤

ejGe
~̃
V eidx, pj =

n∑

e=1

∫ le

0

~̃
V ⊤

ej
~Pedx.

Применяя аналогичную процедуру к условиям (7), получим

∞∑

i=1

RijTi(0) = 0,

∞∑

i=1

Rij Ṫi(t)
∣∣
t−0

= 0. (25)

Соотношение обобщённой ортогональности собственных форм колебаний кон-
струкции в данном случае принимает вид

(ω2

i − ω2

j )Rij = 0, i 6= j. (26)

Левая часть равенства (26) с учётом (21) может быть представлена сле-
дующим образом:

(ω2

i − ω2

j )Rij =

n∑

e=1

∫ le

0

(
~̃
V ⊤

eiL̃e
~̃
V ej −

~̃
V ⊤

ejL̃e
~̃
V ei)dx. (27)

Выполняя интегрирование по частям первого слагаемого в правой части (27),
получим

(ω2

i − ω2

j )Rij =

n∑

e=1

(
~̃
V ⊤

ei
~̃
F ej −

~̃
V ⊤

ej
~̃
F ei)|

le
0
.

В результате подстановки пределов интегрирования и перегруппировки сла-
гаемых приходим к зависимостям

~̃
Λei(0) = Be−1

~̃
Λei(le−1), (28)

которые являются инвариантными по отношению к исходным краевым усло-
виям (8) и обеспечивают ортогональность разложения (22). Подстановка ра-
венства (26) в (24), (25) приводит к задаче Коши для каждого i-того тона
колебаний. В результате имеем

T̈i + ω2

i Ti = pi(t)/Rii
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с однородными условиями при t = 0:

Ti(0) = 0, Ṫi(t)|t=0 = 0 (i = 1, 2, . . .).

Таким образом, все компоненты разложения (22) определяются на основе
интегрирования уравнений для линейного осциллятора и решения краевой
задачи Штурма—Лиувилля (21), (28).

Частные интегралы дифференциальных уравнений (21) известны [6]. Пред-
ставим эти результаты в матричной форме

~̃
Λei(x) = Aei(x) ~Cei, (29)

где Aei — частные решения (21), записанные в элементарных функциях; ~Cei —
вектор произвольных постоянных, имеющий вид

~Cei = [Cei1, Cei2, Cei3, Cei4, Cei5, Cei6]
⊤.

Подставим соотношения (29) в условия сопряжения (28) и выполним стан-
дартные процедуры метода начальных параметров, связанные с представле-

нием вектора ~Cei произвольной ступени цилиндра через аналогичный вектор
первого участка

~Cei =
[ e∏

m=2

B−1

m Ami(0)
]
~C1i.

Заметим, что при наличии соотношений (29) достаточно сформулировать
шесть краевых условий на торцах оболочки, что обеспечивает замкнутую
форму решения задачи.

Предлагаемая интерпретация метода начальных параметров при решении
нестационарных динамических задач конструируемых систем ступенчато-пе-
ременного сечения не приводит к появлению в решении функций, имеющих
быстро возрастающие и быстро убывающие составляющие. В результате от-
падает необходимость в процедуре ортогонализации решения, как это дела-
ется в рамках метода С.К. Годунова [2], А.А. Абрамова [3] и других авторов
только для симметричных систем при их свободных колебаниях.

Из-за ограниченности объема статьи приведём результаты расчёта по пред-
лагаемой методике для цилиндрической оболочки, представляющей собой
матрицу взрывной штамповки (см. рис. 2), имеющей жёсткое закрепление
по концам. Нагрузка моделировалась следующим выражением [7]:

Pe(t) = P0 exp(−θt), e = 1, 2, 3. (30)

Расчёты выполнены в двух вариантах для следующих исходных данных:
l1 = l2 = l3 = 1 м, h1 = h3 = 0,2 м, h2 = 0,1 м, r1 = r3 = 0,9 м, r2 = 0,95 м,
ε12 = ε23 = 0,05 м, E = 2,1 · 105 МПа, ρ = 7800 кг/м3, ν = 0,16, κ = 0,86,
P0 = 103 кH, θ = 1200 1/с.

Вариант 1 соответствует конструкции с гладкой наружной поверхностью,
вариант 2 — симметричному изменению поперечного сечения составного ци-
линдра. В таблице приведена низкочастотная часть спектра свободных коле-
баний сооружения для обоих случаев.
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Спектр частот свободных колебаний конструкции

Номер тона
Частота, кГц Частота, кГц
(вариант 1) (вариант 2)

1 0,924 0,957
2 0,938 0,959
3 1,068 1,100
4 1,264 1,294
5 1,475 1,529
6 1,893 1,974
7 2,346 2,425
8 2,702 2,775
9 3,188 3,318
10 3,785 3,894

Сравнение результатов показывает, что учёт в расчётной схеме смеще-
ния срединных поверхностей цилиндрических оболочек (вариант 1) приво-
дит к снижению всех собственных значений системы, которое для основно-
го тона колебаний составляет 3,6%. В вычислениях напряжённо-деформиро-
ванного состояния конструкции при действии нестационарной нагрузки (30)
удерживалось двадцать тонов колебаний, что обеспечивало точность расчё-
тов в 1÷ 3%.

На рис. 3 приведены формы основного тона и первого обертона колеба-

ний системы W̃e1 и W̃e2, эпюра прогибов We и перемещений вдоль образую-
щей Ue срединных поверхностей элементов, а также эпюры усилий Qex, Mex,
Neθ, построенные вдоль образующей составного цилиндра в момент времени
t = t1 = 4,3 · 10−4 с. Сплошным и штриховым линиям соответствуют ре-

Рис. 3. Формы свободных колебаний, эпюры перемещений и усилий составного цилиндра
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зультаты первого и второго вариантов расчёта. Как видно из первых двух
графиков рис. 3, изгибные формы первых двух тонов колебаний системы
для сравнительных случаев меняются местами. Поскольку все формы нор-
мальных перемещений не имеют скачков на границах участков, на эпюре We

разрывы также отсутствуют. Однако эпюра перемещений Ue существенным
образом зависит от наличия смещений срединных поверхностей элементов.
Эта особенность приводит к повышению уровня напряжённого состояния со-
ставной оболочки. Так, например, увеличение максимальных значений коль-
цевых усилий для сравниваемых вариантов составляет 13,25%. Отмеченное
обстоятельство следует учитывать при проектировании конструкции.

Анализ осциллограмм усилий и перемещений показал, что закон измене-
ния этих функций во времени соответствует закону изменения давления на
оболочку. После снятия нагрузки её уровень напряжённо-деформированного
состояния значительно падает.

В заключение следует отметить, что описанные в статье подходы имеют
достаточно универсальный характер и могут быть использованы для неста-
ционарного динамического расчёта различных стержневых, пластинчатых
и оболочечных систем ступенчатого сечения.
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The technique of exact non-stationary dynamic calculation of compound designed sys-
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