
Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2011. № 2 (23). С. 289–294

УДК 517.9:533.6

О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ
АЭРОГИДРОМЕХАНИКИ

Ю.А. Казакова

Ульяновский государственный технический университет,
432027, Ульяновск, ул. Северный Венец, 32.

E-mail: kazakovaua@mail.ru

Предложен метод построения параметрических решений полиномиального вида
для систем дифференциальных уравнений с частными производными и рассмот-
рено его применение к уравнениям аэрогидромеханики. В качестве примера по-
строены параметрические решения и проведена их классификация для системы
уравнений, описывающей плоские течения идеального газа с постоянной энтро-
пией. В частности, указаны решения типа «простая волна». Получены так-
же решения трансзвуковых уравнений, описывающие течения газа с местными
сверхзвуковыми зонами в соплах Лаваля.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения с частными производными, аэро-
гидромеханика, трансзвуковые течения, сверхзвуковые зоны, сопла Лаваля.

1. Описание метода построения параметрических решений. Рассматрива-
ется система дифференциальных уравнений с частными производными
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где uk(x, y, t)— функции переменных x, y, t; k = 1, 2, . . . , n.
При переходе от переменных x, y к новым переменным ξ, η, которые яв-

ляются функциями переменных x, y, t, решение системы (1) отыскивается
в параметрическом виде:

uk = Uk(ξ, η, t), k = 1, 2, . . . , n; x = X(ξ, η, t), y = Y (ξ, η, t). (2)
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где ∆ = (∂X/∂ξ)(∂Y /∂η) − (∂X/∂η)(∂Y /∂ξ) 6= 0— якобиан преобразования.
Система уравнений (1) преобразуется к виду
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В этой системе X, Y так же, как и Uk (k = 1, 2, . . . , n), являются функциями
переменных ξ, η, t. Поэтому имеется n уравнений для (n+2) функций, две из

Юлия Александровна Казакова, аспирант, каф. высшей математики.

289



К а з а к о в а Ю.А.

которых можно выбрать произвольным образом. Решение системы (3) можно
искать в виде многочленов по степеням η:

Uk =

αk
∑

i=0

uki(ξ, t)η
i, X =

γ
∑

k=0

xk(ξ, t)η
k, Y =

ω
∑

k=0

yk(ξ, t)η
k, (4)

где αk, γ, ω ∈ N; uki, xk, yk — искомые функции, зависящие от ξ, t. Для
некоторых типов уравнений (например, для квазилинейных уравнений пер-
вого порядка, коэффициенты в которых являются многочленами относитель-
но зависимых и независимых переменных) несложно получить соотношения
для параметров αk, γ, ω ∈ N, позволяющие выяснить, при каких значени-
ях αk, γ, ω ∈ N система дифференциальных уравнений для xk(ξ, t), yk(ξ, t),
uki(ξ, t) является определённой или недоопределённой, т. е. s = r + j (s—
число неизвестных функций, зависящих от ξ, t; r— число уравнений; j — сте-
пень недоопределённости). Если rk — максимальная степень переменной η,
возникающая в уравнении Fk = 0 при подстановке в него выражений (4), то
параметры s и r находятся следующим образом:

r =

n
∑

k=1

rk + n, s = γ + ω +

n
∑

k=1

αk + n+ 2.

Преимущество перехода к новым переменным ξ, η состоит в том, что он
позволяет находить параметрические решения в виде (2), которые в общем
случае невозможно получить в явном виде uk = uk(x, y, t) на плоскости
переменных (x, y), точно так же, как функцию, заданную параметрически
(v = ϕ(ξ), z = ψ(ξ)), не всегда можно представить в явном виде (v = f(z)).
Параметрическая запись удобна также тем, что зависимые и независимые пе-
ременные становятся равноценными, что позволяет любые три из них (в их
числе t) считать независимыми, а остальные — функциями. Это позволяет в
некоторых случаях упростить исходную систему уравнений, например, сде-
лать ее линейной. Решения вида (2), (4) удобно использовать в случаях, когда
граничные условия задаются на линиях ξ = ξ0, η = 0. Например, в задачах
газовой динамики уравнение ξ = ξ0 может быть уравнением обтекаемой по-
верхности, а уравнение η = 0— уравнением ударной волны, взаимодействую-
щей с поверхностью.

2. Применение метода к уравнениям газовой динамики. Система уравне-
ний аэрогидромеханики для идеального газа в плоском случае адиабатиче-
ского процесса имеет вид
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(5)

где u(t, x, y), v(t, x, y)— проекции вектора скорости, ρ(t, x, y)— плотность,
p(t, x, y)— давление, χ = cp/cν = const, cp, cν — коэффициенты теплоемко-
сти при постоянном объёме и постоянном давлении. Если течение изэнтро-
пическое (p/ρχ = c = const, c = p0/ρ0

χ, где p0, ρ0 — некоторые постоянные
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значения давления и плотности), то система (5) примет вид
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(6)

Рассмотрим систему уравнений
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(7)

которая получается из системы (6), если положить w(t, x, y) = ρχ−1, ζ =
= cχ/(χ− 1), µ = 1/(χ− 1). После перехода к переменным ξ, η, t система (7)
принимает вид
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Решение системы (8) ищется в виде многочленов по степеням η:

u =
α
∑

k=0

uk(ξ, t)η
k, v =

β
∑

k=0

vk(ξ, t)η
k, w =
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∑
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∑
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k, y =

ω
∑
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k.

(9)

Здесь α, β, θ, γ, ω— натуральные числа. При подстановке выражений (9)
в систему (8) получим следующие максимальные степени переменной η:

J1 = α+ γ + ω − 1, J2 = 2α+ ω − 1, J3 = β + α+ γ − 1, J4 = θ + ω − 1,
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J5 = β + γ + ω − 1, J6 = α+ β + ω − 1, J7 = 2β + γ − 1, J8 = θ + γ − 1,

J9 = α+ ω + θ − 1, J10 = β + θ + γ − 1, J11 = θ + γ + ω − 1.

Параметры J1, J2, J3, J4 соответствуют первому уравнению системы (8),
J5, J6, J7, J8 — второму уравнению системы (8), J9, J10, J11 — третьему урав-
нению системы (8). Число коэффициентов в (9) s = α + β + θ + γ + ω + 5,
а число уравнений в системе (8) определяется соотношением r = I1+I2+I3+3,
где I1 = max(J1, J2, J3, J4), I2 = max(J5, J6, J7, J8), I3 = max(J9, J10, J11).
Максимальные значения I1, I2, I3 можно выбрать 48 способами.

С помощью программы, описанной в [1], получены возможные значения
переменных α, β, θ, γ, ω ∈ N, для которых система уравнений (7) будет
определённой или недоопределённой (j — степень недоопределённости). Ре-
зультаты классификации представлены в сводной таблице ниже.

№ α β θ γ ω j № α β θ γ ω j № α β θ γ ω j

1 0 0 0 0 1 3 21 1 0 2 1 0 1 41 0 1 0 1 0 0
2 0 0 0 0 2 1 22 1 0 2 1 1 0 42 0 1 1 1 0 0
3 0 1 0 0 1 3 23 2 0 1 2 0 0 43 0 1 2 1 0 0
4 0 1 0 0 2 1 24 0 0 1 1 0 2 44 0 2 0 0 1 0
5 0 2 0 0 2 1 25 0 0 1 2 0 0 45 0 2 1 0 1 0
6 1 0 0 1 0 3 26 1 0 1 2 0 0 46 1 1 0 1 0 0
7 1 0 0 1 1 1 27 1 0 0 0 1 0 47 1 1 1 1 0 0
8 1 0 1 1 1 1 28 1 0 1 0 1 0 48 1 1 2 1 0 0
9 1 1 0 1 1 1 29 1 0 2 0 1 0 49 0 0 1 0 1 2
10 1 1 1 1 1 1 30 1 1 0 0 1 0 50 0 0 1 0 2 0
11 1 1 2 1 1 1 31 1 1 1 0 1 0 51 0 1 1 0 1 2
12 2 0 0 2 0 1 32 1 1 2 0 1 0 52 0 1 1 0 2 0
13 0 0 0 1 0 3 33 1 2 0 0 1 0 53 0 1 2 0 1 1
14 0 0 0 2 0 1 34 1 2 1 0 1 0 54 0 2 1 0 2 0
15 0 1 0 1 1 1 35 1 2 2 0 1 0 55 0 1 2 1 1 0
16 0 1 1 1 1 1 36 2 0 0 1 0 0 56 0 0 2 0 1 0
17 1 0 0 2 0 1 37 2 0 1 1 0 0 57 0 0 2 1 0 0
18 0 0 0 1 1 1 38 2 1 0 1 0 0
19 0 0 1 1 1 1 39 2 1 1 1 0 0
20 1 0 1 1 0 2 40 2 1 2 1 0 0

В качестве примера построим для системы (8) решение типа «простая
волна». Рассмотрим вариант 18, когда γ = ω = 1, α = β = θ = 0:

x = x0(ξ, t) + x1(ξ, t)η, y = y0(ξ, t) + y1(ξ, t)η,
u = u(ξ, t), v = v(ξ, t), w = w(ξ, t).

(10)

Если в (10) положить x0(ξ, t) = x2(ξ)t + x3(ξ), y0(ξ, t) = 0, y1(ξ, t) = 1, а
функции x1, u, v, w считать зависимыми от ξ, то получим решение системы
(8) в виде простой волны:

u = u(ξ), v = v(ξ), w = w(ξ), x = x3(ξ) + x2(ξ)t+ x1(ξ)y, y = η. (11)

Подставив (11) в (8), получим систему из трех обыкновенных дифференци-
альных уравнений для четырех функций x1(ξ), x2(ξ), v(ξ), w(ξ), одна из
которых может быть выбрана произвольно. Произвольной является также
функция x3(ξ). Таким образом, получено решение, зависящее от двух произ-
вольных функций.

Аналогичным образом проведены классификации решений вида (4) [2,3]:
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a) для системы уравнений (5);
б) для системы из первых трех уравнений системы (5) при ρ = const;
в) для системы уравнений (6) при χ = 2 и χ = 1;
г) для трансзвуковых уравнений [4, 5].

3. Трансзвуковые течения газа с местными сверхзвуковыми зонами в соп-
лах Лаваля. Рассмотрим нелинейную систему уравнений, описывающую один
класс [6] трансзвуковых течений газа:

2
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
−
∂v

∂y
+ 4nu− 4nx

∂u

∂x
− 2ny

∂u

∂y
= 0,

∂u

∂y
=
∂v

∂x
. (12)

Здесь u, v — проекции вектора скорости на оси декартовой системы координат
x, y; t— время, n— произольная константа.

Решение системы (12), записанной предварительно в параметрической
форме, отыскивается в виде многочленов по степеням η:

u =
α
∑

i=0

ui(t, ξ)η
i, v =

β
∑

i=0

vi(t, ξ)η
i, x =

γ
∑

i=0

xi(t, ξ)η
i, y =

ω
∑

i=0

yi(t, ξ)η
i, (13)

где α, β, γ, ω ∈ N. Проведена классификация решений вида (13), т. е. опреде-
лены все значения параметров α, β, γ, ω ∈ N, для которых система уравнений
для ui, vi, xi, yi является определённой или недоопределённой.

Один из возможных вариантов: α = 2, β = 3, γ = 2, ω = 1. В свою оче-
редь, среди этих решений существуют решения, описывающие симметричные
относительно оси Ox течения:

u = u0(t, ξ) + u2(t, ξ)η
2, v = v1(t, ξ)η + v3(t, ξ)η

3,
x = x0(t, ξ) + x2(t, ξ)η

2, y = η.
(14)

Если u2, v3, x2 — постоянные, то решение (14) соответствует течению с мест-
ными сверхзвуковыми зонами [7], т. е. область дозвукового течения (u < 0)
будет иметь включения со сверхзвуковой скоростью (u > 0). Записывая си-
стему уравнений для u0, v1 и полагая x0 = ξ, можно показать, что в этом
случае решение (14) принимает вид

u = U(ξ, t) + 4c2y2, v = 2c(4cξ − U)y +
16

3
c3y3, x = ξ + cy2.

Здесь c— произвольная постоянная, а функция U(ξ, t) удовлетворяет нели-
нейному уравнению:

2
∂U

∂t
+ (U − 4nξ)

∂U

∂ξ
+ 2(2n + c)U − 8c2ξ = 0. (15)

Получено общее решение этого уравнения в случае U = U(ξ), на основе
которого исследованы течения с местными сверхзвуковыми зонами в соплах.

Работа выполнена в рамках реализации ФЦП «Научные и научно-педагогические кад-
ры инновационной России на 2009–2013 гг.» (гос. контракт № П1122).
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The article gives a review of the method of constructing parametric solutions of poly-
nomial form for systems of partial differential equations and its application to some
aerohydromechanic equations. For example the parametric solutions are constructed
and their classification is carried out for the system of equations, describing the plane
flows of the ideal gas with the constant entropy. Particularly, the solutions of “sim-
ple wave” type are demonstrated. Also the solutions of transonic equations, describing
flows of gas with local supersonic zones in Laval nozzles are obtained.
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